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DIE ELEMENTE 

ANALYTISCHEN GEOMETRIE 

DES RAUMES. 

ZUM GEBRAUCHE 

HÖHEREN LEHRANSTALTEN, TECHNISCHEN HOCHSCHULEN, 

SOWIE ZUM SELBSTSTUDIUM 

dargestellt 

und mit zahleeichen übung sbbi spielen versehen 

Dr. f. RUDIO, 

mit 12 in den text gt^dkückten wauren. 



LEIPZIG, 

DliüCK UND VERLAG VON B, G, TEURSER. 
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Das Bueh, welches ich hiermit dem mathematischen 
Publikum übergebe, schliefst sich aufs engste den „Elementen 
der analytischen Geometrie der Ebene" an, welche ich in Ge- 
meinschaft mit meinem Freunde, Herrn Prof, Dr. Ganter, 
vor zwei Jahren in dem gleichen Verlage veröfPentlicbt habe. 
Wie jenes, stellt es sich die Aufgabe, bei verhältnismäfsig 
enger Umgrenzung des Stoffes eine gewisse Vollständigkeit 
mit möglichster Gründlichkeit und streng wissenschaftlicher, 
Darstellung zu verbinden. Wie weit es mir gelungen ist, in 
der vorliegenden Arbeit mich dem angegebenen Ziele zu nähern 
überlasse ich der einsichtsvollen Beurteilung des kundigen 
Lesers; jedenfalls aber dürfte diesem bei der Lektüre namentlich 
der ersten Kapitel des Buches die Überzeugung erwachsen, dafs 
eine Neubearbeitung gerade der Elemente der analytischen 
Baurageomefcrie keineswests ein ubeiflü^siges Unternehmen war. 
Es sei zur Begründung dieser Behauptung gestattet, auf die- 
jenigen Punkte aufmeikaam zu machen, in welchen sich das 
vorliegende Buch von anderen Darstellungen unterscheiden will. 

Dafs zu den fundamentalsten Begriffen der analytischen 
Geometrie, und nicht zum wenigsten der Raumgeometrie, der 
Begriff des Richtungaunterschiedes gehört, ist eine so 
selbstverständliche Bemerkung, dafs dieselbe nicht wohl auf 
Widerspruch stofsen dürfte. Und doch erfährt dieser wichtige 
und äufserst fruchtbare Begriff in den Lehrbüchern nicht 
diejenige Berücksichtigung, die im Interesse der Klarheit und 
Unzweideutigkeit der geometrischen Untersuchungen zu for- 
dern ist. Wohl wird in einzelnen Darstellungen bei Gelogen- 
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heit der Definition des Winkels zweier Geraden der beiden 
einander entgegengesetzten Uichtungen derselben gedacht, 
aber weiter wird (selbst in den gröfseren Werken*^) nicht 
auf diesen Gegenstand eingetreten vmd der Leser ist bei be- 
stimmten Aufgaben später nicht imstande, die beiden Rich- 
tungen einer Geraden von einander zu unterscheiden und geo- 
metrisch zu deuten, was in ihm auf Schritt und Tritt das 
bemühende Gefühl der Unsicherheit erzeugt. 

Mit der Unterscheidung der beiden Richtungen einer Ge- 
raden hängt aufs engste die Unterscheidung der beiden Seiten 
einer Ebene zusammen, die fast durchweg unterlassen oder 
doch nur ganz kurz abgethan wird. Und doch meine ich, es 
trage gewiss wesentlich zum Verständnis der Gleichung 
Äx -\- Btf ~\- Cg -\- D = einer Ebene bei, wenn man auch 
erfährt, was denn eigentlich vermöge dieser Gleichung ver- 
sehwinden soll, wenn man also in den Stand gesetzt wird, 
io Jedem Falle den Ausdruck Ax + Sy -{- Cs -\- D für sich 
geometrisch zu deiiten und seine Abhüngigkeit von der Lage 
des Punktes (x, y, «) zu erkennen, die sich namentlich in dem 
Umstände ausspricht, dafs der betreffende Ausdruck für alle 
Punkte auf der einen Seite der Ebene positiv, für alle Punkte 
auf der andern negativ und allemal aber auch nur dann gleich 
Null wird, wenn der Punkt (x, y, s) durch die Ebene hin- 
durchgeht. 

Dem entsprechend habe ich die Gleichung der Ebene in 
die Raumgeometrie in derselben Weise eingeführt, wie in der 
bereits erwähnten analytischen Planimetrie die Gleichung der 
Geraden eingeführt worden ist. Allerdings ist eine derartige 
Behandlung der analytischen Geometrie nur möglich bei kon- 
sequenter Befolgung des Grundsatzes: Eine Korrespondenz 
zwischen geometrischen Gebilden einerseits und analytischen 
Ausdrücken andrerseits ist erst dann als vollständig zu be- 
trachten, wenn man auch die Vorzeichen, mit denen diese 
Ausdrücke behaftet sind, geometrisch zu iuterpretiren versteht, 

*j D.ia Sflii leichhultigp, aber für den ersten Unterricht vielleiebt 
nicht ganz geeignete Weik von Biiltaer macht hierin, wenigstens teil- 
weise, eine Auanalime 
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derart, dafs man aus der Beschaffenheit des Gebildes auf das 
Vorzeichen des Äuadtucks und umgekehrt zu schliefsen vermag. 

Um die nötigen Grundlagen hierfür zu gewinnen, habe 
ich in dem ersten Kapitel einige Fundamentalsätze der Pro- 
jektionslehre zusammengestellt, von denen ich namentlich die 
in den Paragraphen 4 und 6 enthaltenen, speziell in der dort 
gegebenen Fassung, für unentbehrlich halte. Für dieses, wie 
namentlich auch für das zweite Kapitel, sind die beiden (in 
dem gleichen Jahre 1827 erschienenen) klassischen Arbeiten: 
der baryzentrische Kalkül von Möbius und die Disquisitiones 
generales von Gauss mafsgebend gewesen. Insbesondere ist 
von der so überaus anschaulichen Abbildung der Richtungen 
im Räume durch Punkte der Einbeitskugel ausgiebiger Ge- 
brauch gemacht worden, wodurch dann ganz von selbst auch 
die Hauptsätze der sphärischen Trigonometrie sich er- 
ledigen liefsen. Es gereicht mir zur. Freude, gerade au dieser 
Stelle 5er Mitarb ei fcer seh aft von Herrn Prof. Ganter geden- 
ken zu dürfen uod ihm für das thatige Interesse, welches er 
dem Buche gewidmet hat, meinen herzlichen Dank auszu- 
sprechen. Auch Herrn Dr. Disteli fühle ich mich zu Danke 
verpflichtet für die Unterstützung, die er mir bei der Korrek- 
tur hat zu Teil werden lassen. 

Was zu den Elementen der analytischen Raumgeometrie 
zu rechnen ist und was nicht, darüber werden sich keine all- 
gemeinen Regeln aufstellen lassen. Ich habe aber mit Rück- 
sicht auf die grofse Bedeutung, die dem EUipsoide in Physik 
und Mechanik zukommt, geglaubt, auf diese Fläche nicht ver- 
zichten zu sollen, um so mehr, als aus dem zu seiner Definition 
benutzten geometrischen Übertragungsprinzipe seine Eigen- 
schaften fast spielend sich entwickeln lassen. Das sechste 
Kapitel soll übrigens nach keiner Seite hin erschöpfen, son- 
dern nur zur Übersicht über einige besonders wichtige Flächen 
und Kurven dienen und womöglich zu eigner Thätigkeit anregen. 

Ein besonderes Gewicht dagegen lege ich auf die zahl- 
reichen und sorgfältig ausgewählten Übungsbeispiele, die den 
einzelnen Paragraphen hinzugefügt sind und deren das Buch 
über 450 enthält. Dieselben sollen nicht nur zur Einübung 
und Befestigung des Gegebenen dienen, sondern auch zugleich 
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Erweiterungen des Textes und raannigfaclie ÄDregungen bieten. 
Für ein erfolgreiclies Studium sind derartige Übungen (nament- 
lich Zahlenbeispiele) unumgänglich notwendig. Ich habe oft 
genug die Erfahrung gemacht, daCs Schüler die Bedeutung 
der Gleichung einer Ebene oder einer Geraden ganz gut ver- 
standen zu haben glaubten und doch in Verlegenheit ge- 
riethen, wenn sie entscheiden sollten, ob etwa die Ebene 
bx — y-i-'2g = S durch den Punkt (— 2, 7, 3) hindurch- 
gehe oder nicht. 

Die Hülfsnaittel, deren sich das Buch bedient, sind die 
denkbar einfachsten. Determinanten beispielsweise habe ich 
durchaus entbehren können und ich glaube nicht, dafa man 
sie irgendwo vermissen wird. So darf ich wohl die Hoffnung 
aussprechen, dala das vorliegende Werkchen, welches, der 
Natur des behandelten Gegenstandes nach, sich seine Leser 
zwar vorzugsweise an Hochschulen wird zu suchen haben, 
doch auch an solchen Mittelschulen, deren Unterrichtsplan 
analytische Haumgeometrie umfafst, mit Vorteil wird zu Grunde 
gelegt werden können. Möge ihm dieselbe günstige Auf- 
nahme zu Teil werden, deren sich die „Elemente der analy- 
tischen Geometrie der Ebene" zu erfreuen hatten. 

Zürich, Oktober 1890. 
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Erstes Kapitel. 
Vorbereitungen Fundamentalsatze der Projektionslehre 

(17 Aufgaben) ,^ , 

g 1. ZnBammenatellung eimgpr lu? der St ii.OQH,tiiP liekanntPi 

Deflmüoaen Proiektiouen aat eine Elieae 
§ 3, Fortsetzung Projektionen auf eine Geiade ' 

g 3. Richtungen von Ueraden. Winkel zweiei Eichtungen : 

§ 4. Fundamentalsati über die Bertimmimg von Giofse und liioh 

tung det Projekhon emei Ötreoke auf eine Gerade ' 

§ 5. Proiektion eines tdumlioten Polygons anf eine Gerade ' 

g 6. Fundamentaisatz über die Bebtimmung der Projektion emp-i 

Dreiecks auf eine Ebene i 

Zweites Kapitel. 
Die Raumelömente bezogen auf ein Koordinatensystem. 

(115 Aufgaben.) 
g 7. Bpstimming dei Lage e nea Punkte*! diich Koordinaten 1 

g 8. Koordinatentianiifoiaiation duich 1 erlegun„ des Anfmgs 

punktee (P irallelTerscbiebung) 1 

§ 9. Be tiramu ig eines Punktes durch seinen Radii s Vektot und 

die z igehOrigen Ä hsenwiükel Ei&htungikoaini s 1 

§ 10. Au? den Koordinaten zweiei Punkte P und / ihre Ent 
fernung und d e Winkel zi be timmen welol e die 1 er 
bindungnbnie mit den Achten bildet Eichtungakoeinua 
Abbildung a if die Einheitskugel 2 

8 11. Ana den gegebenen Kooidinaten c j/ * und «,»/*. zweiei 
Punkte I un 1 P die Koordinaten ^ v desjenigen 
Punktes P der Veibindi ngsbnie zu finden dei mit der 
Stieoke i P ein gegebenes Teil Verhältnis l bildet 2. 

§ 12. Bestimmung der Projektion des zu e nem I unkte (j y ) 
(,Ghongen K hu ^ ektor ai f eine d irch ih e Kichtnng gp 
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^'egebene GeradL Be'firoinung des Winkels zweier Rich- 

13. Die EicMuüg einer Geraden zu beetimmen, weicht, zu zwei 

gegebenen Eithtimgea notma,! ist 37 

Die Bediaguag zu finden, Tiiiter welohei drei duich ibie Bich- 

tuagen gegebene Geraden einer und derselben Eben? 

parallel «ind 39 

Bestimmuug dei Abstandcs eines Punktes 7on einei Ebani. 35 
Den Inhalt eines Dieiecks aus den Eoordinaten dei Ecken 

/u berechnen 35 

Da^ Volumen eines 'ietiiieders ans den lioordinaten seiner 

Ecken zu berechnen 37 

Weiteie Formeln fiir das Volumen des TetiaedeiB Der 

Sinusbatz der dieiseitigen körperlichen Ecke und des sjihä- 

nsohen Dteieck« Das Polardteieck iä 

Fortietzung Der Kosmuösata der sphärischen TiigononiPtrie 47 
Foitsetzung Das rechtwinklige sphärische Dreieck 4B 

PolarkoordmatPn ^1 

Übelgang von einem Koordiuatens; "item zu einem andern 

mit demselben Antingspunkte 51 

Drittes Kapitel. 
Die Ebene und ihie Gleichung 1^91 Aufgaben.) 
Dötinition dei bleichung emer Ebene Die Ebene sei be 

stimmt durch diei Punkte )t 

Fortsetanng Die Ebene sei bestimmt dui.h ihr n AV tind 

^om Anfangapnnkte und die Achsenwinkel desselben 54 

Foitsetzung Die Ejene sei gegeben dmch ihre Ach euib 

acbnitte &b 

. Jede Ebene besitzt eint Gleichung von der iorm 
Ax + By + 0^ + D = 

und umgekehrt jede Gleichung dieser Form stellt eine 

Ebene dar 57 

Bedingung, unter welcher zwei lineare Gleichungen dieselbe 

Ebene darstellen. Parallelismus zweier Ebenen 61 

Don Winkel zweier Ebenen A^x + B,y + C^ ^ -^- ^, = f 

und A,c + Sy-{-C^--j-P = 711 bestimmen 63 

Bestimmung emei Ebene durch Bedingungen zwiooben den 

GZeichungakoeffizienten 64, 

4.ub den Gleichungen dreier Ebenen die Eoordinaten ihies 

Schnittpunktes zu bestimmen 68 

Die Bedinf,ung 7u finden, untei welchei diei Ebenen sich in 

einer und derselben Geiilen ochneiden Die &lei<,hung 

de EbfnenbuiLhela 69 
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§ 32. Die Bedingung zu finden, unter welcter vier Ebenen sich in dem- 
selben Punkte schneiden Die lileichnng di,a Ebenenbflndels 

§ 33. Die GlPicliungPu dei Winkeltalbierenden zweiei Ebenen eu 
tindeii 

§ 34. A HIV en dun gen auf die dreiaeibge koiperlifhe Ecke, auf das 
lliin''olie Dieie:,k und auf äw Tetraeder 

Viertea Kapitel. 
D g ad L n und ili Gl hu g n (f^ Ä 4 b : 
§3 J^C IbttwjclhtgltbdGlhg 
lFm^-j-By + C+i) = dunkht 
j w m Itan Gl h 1 F m t 11 

C 1 d 



1 t 



's iS D B 1 gung 



li P j kt 
d li B ht 
w Ib w 



f 1 



1 



t w 1 li 



d 11 t d g g b Eb 1 gt 

§40 D Gl hg Ud Itmm wltdh 

wggb Ikteghtlwlllh Pkt 

gilt lin ghb Rhtu btt 

IDk tAbtdw wdbtr 1 

ranftes Kapitel, 
Die Kugel. (78 Aufgaben.) 

§ 42. Die Gleichung der Kugel 

§ 43. Die Kugel und die Ebene. Die Gleicbucgen dea Kreiaea im 

Baume 

§ 44. Die Kugel und die Gerade. Tangenten uad Tangentenkegel 

g 45. Die Tangentialebene in einem Punkte der Kugel 

§ 4G. Pol und Polarehene. Reziproke Polaren 

g 47. Die PotenB eines Punktes in Bezug auf eine Kugel .... 

Sechstes Kapitel. 
Allgemeine Bemerkungen über die analytiache Dar- 
stellung der Eaumgebilde. Kui^e Übersicht über einige 
weitere besonders wiehtige Flächen und Kurven. 
(74 Aufgaben.) 
g 48. Jede Fläche wird durch eine Gleichung zwischen drei Va- 
riabein X, y, z dargestellt und umgekehrt lüfst sich jede 
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Gleichung zwischen drei Variibeln v v s th lie Grlei 

cti 111^ einer beatin raten FUehe deuten 
Tede Kurve im Räume wiid anal^tiacli durch 3Wbi simul 

tane UlHichuBgeo zwiscten diei Variabel» >; y e darge 

atellt und uiagtkehrt stellen je zwei GleichungBu dieser 

Art eine kurve im Räume dar 
D 11 Stellung einer Kurve im Räume mittelst einea variablen 

Pd.iini-'tera 
Fortsetzung D e Schraul enlinie nnd die b hra ibe iflacbo 
D I teil ing emer Plathe uiitteUt ziveier variabler Pirameter 

Anwendung lut die Kugel 
Fuitetiing Ableitung dea dreiieba gen Elbpsoides ai-* 

der Kl gel mittelst eines einfachen geometrischen Übei 

tiagungst imzipcB 
^^ elter« Bigenacbatten de? BUipaoides Pol nud PolareVe le 

Konjugierte Durehmeasei 
Die Glei huBg des LilipBoides bezogen aif diei konjugieito 

Durchm asei als tLhief winklige Koordinatenacheen 
Dia \olimen de'j Ellijsojdes 
Rotltifiniflirtieii speziell solche zweiten Giadea 
Kubatur des Rotationspar il oloides Allgemeine Foimel tue 

dl» Kubatur von Eotationakorj.ern 
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Erstes Kapitel. 
Vorl)crcitHngeii. PundameiitalsätÄe der Projektiouslelire. 

§ 1.. ZusammensteHuiig einiger aus der Stereometrie bekannter 
Definitionen. Projektionen auf eine Ebene. 

Unter der Projektion eines Punktes im Eaume auf 
eine beliebig gegebene Ebene, die ProjclEtiousebene, ver- 
stellt man den Pufapunkt des Lotes, welchen man von dem 
Punkte auf die Ebene fällen kann. Liegt der Punkt zufällig 
in der Ebene, so ist er mit seiner Projektion identisch. 

Die Pro]ektion ein^r Geraden auf eine Ebene ist der 
Ort der Projektionen dei sämtlichen Punkte der gegebenen 
Geraden auf die Ebene In dei Stereometrie wird gezeigt, 
dafs dieser Oit wiedeium eine ütrade ist, nämlich der Schnitt 
der Ebene mit ihier duich die gegebene Gerade gehenden 
Normalebene, dei sogenannten piojizierenden Ebene. Liegt 
die GeiaJe in dei Ebene, so tallt sie mit ihrer Projektion zu- 
sammen, steht sie senkrecht auf der Ebene, so reduziert sich 
ihre Projelction anf einen Punkt, den Schnittpunkt der Geraden 
mit der Ebene. 

Wählt man in einer auf eine Ebene zu projizierenden 
Geraden zwei Punkte Ä und JS, so bestimmen die Projektionen 
A' und £' derselben auf der Projektion der Geraden eine 
Strecke A'B', welche die Projektion der Strecke AB heifst. 

Endlich vorsteht man unter der Projektion irgend eines 
aus geraden oder krummen Linien zusammengesetzten Linien- 
zuges auf eine Ebene den Ort der Projektionen sämtlicher 
Punkte dieses Liuienzuges. Die einzelnen Teile des gegebenen 
Linienzuges können sich in einer und derselben Ebene be- 
finden oder es kann der Linienzug ein sogenannter räuiulieher 
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sein; er kann ferner als ein geschlossener oder als ein nicht 
geschlossener vorausgesetzt werden. So ist heispielsweise die 
Projektion eines eheneii Polygons von n Seiten auf eine Ebene 
wiederum ein Polygon von n Seiten, wenn nicht die Ebene 
des gegebenen Polygons /.ufällig senkrecht auf der Projektions- 
ebene steht. 

§ 2. Fortsetzung. Projek-tionea auf eine Gerade. 

Unter der Projektion eines Punktes auf eine Ge- 
rade versteht man den Schnittpunkt der Geraden mit der auf 
ihr senkrecht stehenden, durch den Punkt gehenden Ebene. 
Diese Ebene heifst die projizierende Ebene des gegebenen 
Punktes, Projiziert man die Endpunkte einer Strecke AS 
auf eine Gerade, so wird die durch die Projektionen A' und B' 
bestimmte Strecke die Projektion der Strecke AB genannt. 

In gleicher Weise kann man von der Projektion eines 
aus beliebig vielen Strecken P^Pg, 1*2^3 > ■■■ -Pn-i-P« '■^'^^ 
sam menge setzten ebenen oder räumlichen Linienzuges auf 
eine Gerade sprechen und versteht darunter die Aufeinander- 
folge der Projektionen F,'P^', P/P/, ... F'n-iP'.- 

Ist der Linienzug F,!'^ . . . P« ein geschlossener, d.h. 
fällt Pfl mit P^ zusammen, so gilt das Gleiche von P^' und 
P/ und die Aufeinanderfolge PiP^ ■ ■ ■ P«' führt zu dem Aus- 
: P,' zurück. 



§ 3. Richtungen von Geraden. Winkel zweier Richtungen. 

Die Bestimmung des Winkels zweier sich nicht schnei- 
dender Geraden wird in der Stereometrie dadurch ausgeführt, 
dafs man durch einen beliebig gewählten Punkt des Raumes 
zu den beiden Geraden die Parallelen zieht und den Winkel 
dieser Parallelen als den Winkel der beiden windschiefen Geraden 
definiert. Dabei hat man aber, um Zweideutigkeiten zu ver- 
meiden, in jedem Falle anzugeben, ob der spitze oder der 
stumpfe Winkel jener beiden Parallelen gemeint ist. In der 
i Geometrie ist es nun unbedingt notwendig, der- 
;e Zweideutigkeiten von vom herein auszusehliefsen und 
■ gelingt dies durch Einführung des Begriffes des ßich- 
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tungSLinterschiedes, der schon in der analytischen Geo- 
metrie der Ebene eine so hervorragende Rolle spielt. Wie 
dort, denken wit- uns auch hier auf jeder Geraden eine posi- 
tive und eine negative Richtung fixiert, sodafs z. B. jede 
auf einer Geraden befindHche Strecke AB aufser ihrer ab- 
soluten Länge auch ein ganz bestimmtes Vorzeichen be- 
sitzt, durch welches sie sich von der Strecke BA unterscheidet. 
Es ist dann immer AB -{- BA = 0. Unter dein Winkel 
zweier eich schneidender oder sich nicht schneidender Gera.den 
soll nun in der Folge stets der konkave Winkel verstanden 
werden, welchen ihre positiven Richtungen miteinander 
einachliefsen und welchen man erhält, wenn man zu diesen 
positiven Richtungen von einem beliebigen Punkte des Raumes 
aus zwei parallele und gleichgerichtete Halbstrahlen zieht. 
Nach dieser Festsetzung ist der Winkel zweier Geraden alle- 
mal aber auch nur dann unzweideutig bestimmt, sobald 
man auf jeder der beiden Geraden eine positive Richtung 
festgesetzt hat. Der Winkel zweier Geraden Hegt stets zwischen 
d" und 180*>. 

Unter dem Winkel, welchen eine Gerade mit einer 
Ebene bildet, versteht man den Winkel der Geraden mit 
ihrer Projektion auf die Ebene. Dieser Wiukel ist aber 
ebenfalls erst dann unzweideutig bestimmt, wenn man sowohl 
auf der Geraden als auch auf ihrer Projektion eine positive 
Richtung festgesetzt hat. 

Um endlieh den Winke! zweier Ebenen zu definieren, 
denken wir uns auf jeder der beiden Ebenen eiue Normale 
errichtet und auf jeder der beiden Normalen eine positive Rich- 
tung bestimmt. Unter dem Winkel der beiden Ebenen 
wollen wir dann den Wiukel der positiven Richtungen 
dieser Normalen verstehen. Wir werden dadurch genötigt, 
bei jeder Ebene uns über ihre positive Normalenrichtung zu 
entscheiden. Durch dieae Festsetzung wird man dann aber 
auch zugleich in den Stand gesetzt, die beiden Seiten der 
Ebene von einander zu unterscheiden. Wir werden vielfach 
die der positiven Richtung der Normalen zugewandte Seite 
einer Ebene kurz ihre positive Seite, die andere ihre ne- 
gative nennen. 
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Aufg. Auf wie yieie Arten kann man den Winkel zweier 
Geraden, oder den Winkel einer Geraden mit einer Ebene, 
oder den Winkel zweier Ebenen definieren und in welcher Be- 
ziehung stehen diese verschiedenen Möglichkeiten zu einander? 

§ 4. Pundamentalsatz über die Bestimmung von Gröfse und 
Richtung der Projektion einer Strecke auf eine Gerade. 
Eine auf einer Geraden g befindliche Strecke AB werde 
auf eine beliebige andere Strecke g' projiziert (§ 2). Die Pro- 
jektion lieifse AB'. Auf jeder der beiden Geraden g und g' 
denken wir uns eine positive Richtung fixiert, sodaXa jeder der 
beiden Strecken AB auf g und AB' auf g' nicht nur (nach 
Wahl einer Längeneinheit) eine bestimmte Länge, sondern 
auch ein ganz bestimmtes Vorzeichen zukommt. Der Winkel 
der beiden positiven Eichtungen von g und g' heifse y. Wir 
können denselben etwa dadurch bestimmen^ dafs wir durch 
den Anfangspunkt A der Strecke AB eine Parallele g" zu g' 
ziehen und die positive Richtung von g" nach derselben Seite 
hin sich erstrecken lassen wie bei g'. Der Winkel y ist dann 
zugleich der Winkel der positiven Richtungen von g und g". 
Triiffc nun g" die projizierende Ebene von B in B", so hat 
die Strecke AB" auf g" nicht nur dieselbe Länge, sondern 
auch dasselbe Vorzeichen, wie die Strecke ^i'JS' auf g'. Haben 
jetzt AB und A'B' und folglieh auch AB und AB" gleiche 
Vorzeichen (Fig. 1), so ist der Winkel y der Geraden g und g' 




ein spitzer, haben dagegen AB und AB' und folglieh auch 
AB und AB" entgegengesetzte Vorzeichen (Fig. 2), so 
ist y ein stumpfer Winkel; in beiden Fällen folgt dann 
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abei aus dem reelitwinldigeu Dreieck ABB", dafs in Bezug 
auf GrÖfse und Vorzeichen AB" und folglich auch A' B' 
durch AB cos y dargestellt wird, d. h,: 

Bedeutet y den Winkel zweier beliebiger Geraden 
g und g', ist ferner AB eine beliebige Strecke der Ge- 
raden g, so wird die Projektion A'B' der Strecke AB 
auf die Gerade g' allemal nach Gröfse und Vorzeichen 
({aich A' B' •=^ AB cos y dargestellt, ganz gleichgQltig, 
wie man auch die positiven Richtungen von g und g' 
fixiert haben möge. 

Dieser Satz ist einer der wichtigsten Sätze der analyti- 
schen Geometrie des Baumes. Seine Bedeutung und seine 
grofse Verwendbarkeit ist aljer wesentlich dadurch bedingt, 
dafs man nicht nur auf die absolute Länge, sondern, wie 
dies geschehen ist, auch auf das Vorzeichen der in Betracht 
kommenden Strecken Rücksicht nimmt, und gründet sich dann 
namentlich auf den Umstand, dafs die Gültigkeit der Glei- 
chung A'B' =^ AB (iosy unabhängig von der Wahl der 
positiven Richtungen der beiden Geraden g und g' ist. 

Zugleich geht aus unserem Satze hervor, dafs auch die 
Projektion A'B' der einer Geraden g angehörenden Strecke 
AB auf eine beliebige Ebene nach Grofse und Vorzeichen 
durch A'B' = AB cos y dargestellt wird, wenn y den Winkel 
bedeutet, welchen die positive Richtung von g mit der posi- 
tiven Richtung ihrer Projektion einsehliefst. 

Äufg. 1. Wenn zwei Geraden g und g' gegeben sind, so 
hat man für die Wahl der positiven Riehtungen derselben vier 
Möglichkeiten. Suche für jede derselben durch eine Zeichnung 
den Fundamental Satz zu verifizieren. 

Äufg. 2. Auf einer Geraden g befinde sich die Funda- 
mentalstrecke PiPg. Jeder beliebige dritte Punkt P von g 
liefert dann das Teil Verhältnis A = pW- Projiziere P^^, P^, P 
auf eine beliebige zweite Grade g'. Verfolge die Bewegung 
der Projektion P' von P, wenn P die Gerade g dnrchläuft 
und beweise mit Hülfe unseres Fundamentalsatzes, dafs das 
Teilverhälinis, welches P' mit der Projektion P^' P^' von P^F^ 
bildet, stets gleich dem Teilverhältnis ist, welches P mit PiP^ 
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bestimmt, gleichgültig, wie die positiven Riebtungen von g 
und g' gewählt worden seien, 

Aufg. 3. Zeige, dafs der ScJinitt eines geraden Kreis- 
cylinders stets eine Ellipse ist mit den Halbachsen a und h, 
wenn 6 der Radius des Grundkreises ist und der Neigungs- 
winkel des letzteren gegen die Sclinittebene durch cos y = — 
bestimmt wird. 

Aufg. 4. Beachte, dafs die Gleichung Ä li' = AJS aos y 
von der Wahl der positiven Richtungen von g und </ un- 
abhängig, dafs aber jede der beiden Seiten der Gleichung 
von dieser Wahl abhängig ist. 

§ 5. Projektion eines räumliclien Polygons auf eine Gerade. 
Es seien beliebige n + 1 Punkte F,, F^, . . . F,,, P„+i 
des Raumes durch die Strecken -Pi^ä, -Ps^si -■■ -Ph-Ph+i zu 
einem Linienzuge vereinigt. Wir denken uns auf jeder der 
durch die aufeinander folgenden Seiten P1P21 -^a^ai ■ ■ ■ -P«-P«-i-i 
des Linienzuges bestimmten Geraden g^, g.^, ... g„, in belie- 
biger Weise eine positive Richtung festgesetzt und projizieren 
die Strecken F-^^F^, F^F^,, ■■■ P„P„+i auf eine Gerade g\ 
deren positive Richtung mit den positiven Richtungen von 
Oli ff2} ■ ■ • 9" resp. die Winkel y, , y^, ... y„ einschiiefsen 
möge, Bezeichnetman die Projektionen der Punkte Pj,p2i---P«-t-i 
auf ^' resp. mit P[', P^', ... P«+i, so gelten nach Gröfse 
und Vorzeichen die Gleici 



P;Pa'=PiPa cos i/j, 
P/P,'=P,P, cos y,. 

P;P;+i = P«P^icos;'„. 
yehliefst man jetzt den Linienzug durch Verbindung von 
F^ mit P„4,i und fixiert auf dieser Verbindungslinie ^„+1 eine 
positive Richtung, welche mit der positiven Richtung von g' 
den Winkel ^b+i einschiiefsen möge, so gilt auch für die Pro- 
jektion Pj'P^^i der Schlufslinie P, P„_[.i nach Gröfse und Vor- 
zeichen die GJeichnng: 

p/p;+i = p,p„+icosy.+i. 
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Nun ist aber (I, § 2)*): 

i'^f; + p;iv + ■ ■ ■ + p;p;+i = Pi'p;+i, 

d. h.: 

PjPjCOsy^ + Pa-Pa'^osj'ä-j (-P„P,^ieosj'„=^PiP„4!eosj'«4.i 

oder in Worten: 

Die Projektion eines beliebigen Linienzuges 
P.P., . . . Pn+i auf eine Gerade ist gleich der Projektion 
der Schlufslinie PiPn-fi auf die Gerade, und umgekehrt 
kann die Projektion einer beliebig im Kaume ge- 
gebenen Strecke auf eine Gerade stets ersetzt werden 
durch die Projektion eines beliebigen Linien zu ges, 
der den Anfangspunkt der Strecke mit ihrem End- 
punkte verbindet. 

Die Anwendung dieses Satzes ist aber natürlich in der 
analytischen Geometrie nur dann gestattet, wenn man die bei 
der Einführung eines solchen Linienzuges auftretenden Strecken, 
Richtungen und Winkel in der angegebenen Weise sorgfältig 
und unzweideutig definiert. 

Fällt Pk+1 itiit Pj zusammen, ist also der LJnienzug ein 
geschlossener, ein räumliches Polygon, so folgt aus 
P,P^, = 0: 
P,Pa cos yj + PaPg cos j-aH 1- -P«-?! cos;-,, = 0, d.h.: 

Die durch die rechte Seite dieser Gleichung de- 
finierte Projektion eines räumlichen Polygoues auf 
eine beliebige Gerade ist gleich Null. 

Aufg. In einem ebenen Koordinatensysteme sei eine be- 
liebige Gerade gegeben, deren positiv zu nehmender Abstand 
OB, =^ S vom Anfangspunkte mit den positiven Halbachsen 
die Winkel a und (3 einsehliefse. Zeuge als unmittelbare Folge 
unseres Satzes, dafs für jeden Punkt P der Geraden, dessen 
Koordinaten OM = x, MP = y sind, die Gleichung: 
X cos K -\- y cos ß = S (die Normalgleichung) 
besteht. Projiziere den Linienzug OMF auf OB (I. § 14 
und 17). 

*) Oitate dieser Form beziehen sieh auf: „Die Elemente der ana- 
lytischen Geometrie der Ebene, vun H. Ganter und F, Rudio 
(Teubnev 1888)". 
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§ 6. Fundamentalsatz über die Bestimmung; der Projektion 
eines Dreiecks auf eine Ebene. 
Ein in einer Ebene E beliadliehes Dreieck F^P^P-^ werde 
auf eine zweite Ebene E' projiziert. Die Projektion sei daa 
Dreiecli P/P^'Pg. Um zunächst den absolut genommenen 
Flächeninlialt J' dieses Dreiecks aus dem ebenfalls absolut 
genommenen Flächeninhalte J des gegebenen Dreiecks zu be- 
rechnen, ziehen wir durch einen der Eckpunkte dieses Dreiecks 
PiPgPg und in der Ebene desselben eine Parallele zur Ebene J5' 
und zerlegen dadurch das gegebene Dreieck in zwei Dreiecke 
mit gemeinschaftlicher, zu E' paralleler Basis, Bezeichnet man 
diese etwa mit d und die zugehörigen Höhen der beiden Drei- 
ecke mit Äj und h^, so ist J" = ^ (? (A^ -|- Ä^) . Durch die Pro- 
jektion d' von d wird aber auch Pi'P^^'P^' in zwei Dreiecke 
zerlegt, deren Höhen Ä/ und A/ resp. die Projektionen von 
hj und \ sind. Mau hat daher J' ^ ^ d' (V + h^'). Da aber 
d' = d, Ä/^ k^ cos a, 7(2== ^ cos « ist, insofern man unter 
« den spitzen Winkel versteht, welchen jede der Höhen Ä, 
und Äj mit ihrer Projektion einschliefst und welcher zugleich 
der spitze Winkel der beiden Normalen von E und E' ist, 
so folgt: 
(1) J' = i7cos «. 

Aber schon in der analytischen Geometrie der Ebene 
wurde in der Regel der Flächeniniialt eines Dreiecks nicht 
durch absolut genommene Strecken, sondern, unter Zugrunde- 
legung eines in der Ebene des Dreiecks gedachten Koor- 
dinatensysteme, durch die Koordinaten der Eckpunkte aus- 
gedrückt Der Umstand nun, dass ein solcher Koordinatenaus- 
druck sowohl das positive als das negative Zeichen annehmen 
bann, hatte dazu geführt, jedem Dreiecke auch ein bestimmtes 
Vorzeichen zuzuweisen und diese Pestsetzung hatte sich 
nicht nur als aufserord entlieh zweckmäfsig, sondern auch für 
das tiefere Verständnifs als geradezu unentbehrlich erwiesen. 
Wir werden daher jetzt nachträglich der Gleichung J' = t7"cosa 
diejenige Allgemein gültigkeit zu veischaffen suchen, die auch 
bei der Projektion von &tiecken und Polygonen auf eine Gerade 
(§ 4 und 5) eiTeicht worden war. 
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Zu diesem Zwecke denken wir uns auf jeder der beiden 
Ebenen £ und £!' durch willkürliche Festsetzung einer posi- 
tiven Normalenrichtung eine positive und eine negative 
Seite unterschieden (§ 3). Wir wollen dann, entsprechend den 
in der analytischen Geometrie der Ebene getroffenen Fest- 
setzungen, ein für allemal das in der Ebene E befindliche 
Dreieck P^P^Pg {man achte auf die Reihenfolge der Bach- 
staben) ein positives nennen, wenn für einen Beobachter, 
der der positiven Seite von S zugewandt ist, die Punkte 
Pj, Pg, Pg im positiven Drehungssinne, den wu als der 
Bewegung des Uhrzeigers entgegengesetzt voraussetzeuj auf- 
einander folgen (I, § 7 und 10). Denkt aich namhch ein 
solcher Beobachter ein rechtwinkliges. Koordmatensystem auf 
der positiven Seite von E derart gewählt, dafs die positive 
Halbachse der x sich um 90" im positiven Sinne um den An- 
fangspunkt drehen mufs, um mit der positiven Halbachse der 
y zusammenzufallen, so würde für dieses Koordinatensystem 
der bekannte Ausdruck für den Inhalt des Dreiecks Pj^P^P^ 
positiv ausfallen. 

Genau dieselben Festsetzungen mögen für die Ebene J'J' 
getroffen werden. 

Ist jetzt der Winkel y der positiven Normalenrichtungen, 
d. h. der Neigungswinkel der beiden Ebenen E und E', ein 
spitzer (die beiden Figuren repräsentieren jede einen Normal- 
schnitt der beiden Ebenen, welche durch die von einem be- 
liebigen Punkte aus auf E und E' gefällten Normalen be- 
stimmt ist), so sind die bei- ^..^ ^ 
den positiven Seiten von E 
und E' einander abgewandt. 
Für einen Beobachter, der sich 
sowohl auf der positiven Seite 
von E als auch auf der von 
E' befindet, folgen dann die 
Punkte P^, Pg, Pg in demsel- 
ben Sinne aufeinander, wie ihre Projektionen P/, P^', P/, d, h. 
das Dreieck Pj^P^P^ hat dasselbe Vorzeichen wie seine 
Projektion Pj'P^'P^'. 

Ist dagegen der Winkel y der beiden Ebenen ein stumpfer, 




y Google 




— 10 -- 

so iblgeii für eioen Beobachter, der sich sowohl auf der posi- 
tiven Seite von E als auch auf der von E' befindet, die Punkte 
kh 4 -Pjf-^af-^a i*^ ^^T^ entgegen- 

gesetzten Sinne aufeinander 
wie ihre Projektionen Pj', P/, 
Pg', d. h. die beiden Dreiecke 
haben entgegengesetztes 
Vorzeichen. 

Nun ist aber in dem ersten 
Falle a^ Y} '^^^ ** = ^'^^ ft 
in dem zweiten Falle dagegen a = 180''^y, cosa = — cosy, 
in beiden Fällen stellt daher mit Eiicksieht auf Gleichung (1) 
der Ausdruck Jcüsy nach GrÖfse und Vorzeichen den 
Flächeninhalt J" der Projektion dar, d. h. es gilt der Satz: 

Projiziert man ein in einer Ebene E befindliches 
Dreieck PiP^Pg, dessen Inhalt / nach den oben ge- 
troffenen Festsetzungen nicht nur eine bestimmte 
Grofse, sondern auch ein bestimmtes Vorzeichen be- 
sitzt, auf eine Ebene E', welche mit E den Winkel f 
bildet, so wird der Inhalt J' der Projektion F.'P^'F^' 
allemal nach Gröfse und Vorzeichen durch die Glei- 
chung: 

(2) J' == J cos y 
dargestellt. 

Man erkennt leicht, dafs Gleichung (2) auch bestehen 
bleibt, wenn man unter J den Inhalt eines in E befindlichen 
Polygones P^p2 ■ ■ ■ -f « ^^^ unter tT den Inhalt seiner in E' 
befindlichen Projektion Pi'F^' ■ ■ ■ P«' versteht und wenn man 
überdies dag Vorzeichen eines Polygones, wie bei dem Drei- 
ecke, durch den Sinn bestimmt, in welchem seine Ecken auf- 
einander folgen. Denn wählt man in E einen beliebigen 
Punkt und bezeichnet seine in E' befindliche Projektion 
mit 0', so hat man (I, § 13): 

(3) J = OF, P, + OP.,F, + . 



(4) /• = 

Da aber: 



O'F 
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0-P;F^=^ OPjPüCosj., ... 0-p,:i\'^ OP„Pi cosy 
ist, so folgt, dafs auch J' nach GröTse und Vorzeichen 
durch J cos y dargestellt wird, wenn man nur beachtet, dafs 
die Gleichungen (3) und (4) nicht nur den absoluten Wert, 
sondern auch das durch die Aufeinanderfolge der Polygoneckeii 
bestimmte Vorzeichen von J resp. J' richtig angeben. 

Äufg. 1. Man veranscbauliche sich den in Gleichung (2) 
enthaltenen Satz durch ein Modell, indem man die positiven 
uüd negativen Seiten von E und E' durch verschiedene Farben 
unterscheide, etwa die beiden positiven durch schwarz, die 
beiden negativen durch weifs. Man bringe die beiden Ebenen 
Evind E' zu einander in die verschiedenen gegenseitigen Lagen, 
bestimme (aus den durch die Farben definierten positiven Seiten 
der Ebenen) jedesmal den Winkel y der positiven Normaleu- 
richtungen und gebe das Vorzeichen eines in E willkürlich 
gezeichneten Dreiecks Fj^P^P^, sowie das Vorzeichen seiner 
Projektion an. Man konstatiere auf diese Weise jedesmal die 
Übereinstimmung der Vorzeichen von J" und Jcosy. Man 
beachte insbesondere die durch y = 0", y = 90", y = 180" 
charakterisierte Lage der Ebenen zu einander. 

Aufg. 2. Man überzeuge sich an Hand eines solchen 
Modells, dafs die Gleichung 17"'= Jcosy durchaus unabhängig 
ist von der Wahl der positiven Normaienriehtungen von E 
und E', während natürlich die beiden Seiten der Gleichung 
einzeln von dieser Wahl abhängig sind. 

Aufg. 3. Man beachte, dafs durch die Aufeinanderfolge 
der Punkte in E die Aufeinanderfolge der Projektionen in E' 
mit bestimmt ist. In Gleichung (2) bezieht sich also J' auf 
das Dreieck P/P^'P^'j wenn unter J der Inhalt von P^P^P;^ 
verstanden ist. Welches ist demnach in Bezug auf Gröfse 
und Vorzeichen der Inhalt des Dreiecks P^P^P^'i 

Aufg. 4. Der Inhalt von P^P^P^ sei gleich /. Welches 
ist der Inhalt der Projektionen von P^P^P^, P^P^P^, P^P^Pi, 
P^PiPs, PiPgPa '1 Bezug auf Gröfse und Vorzeichen? 

Äufg. 5. Man überzeuge sich, dafs der in der Gleichung (2) 
enthaltene Fundamentaisatz auch noch bestehen bleibt, wenn 
man in E und E' den entgegengesetzten Drehungssinn (der 



y Google 



_ 12 - 

mit der Drehung des Uhrzeigers übereinstimmt) als den posi- 
tiven festsetzt. 

Aufg. 6. Man zeige, dafs der in Aufgabe 6 des § 13 
der analytischen Geometrie der Ebene ausgesprochene Satz 
übereinstimmt mit dem augenblicklieh vorliegenden Satze, wenn 
man annimmt, es sei ccsj-^^— • 

Äufg. 7. Man projiziere ein in der Ebene E befindliches 
reguläres Dreieck, Viereck, Fünfeck, Sechseck, Achteck, Zehneck 
auf eine Ebene K, welche mit der Ebene E einen Winkel 
von 30°, oder 45°, oder 60° einschliefsen möge. Man bestimme 
jedesmal J' aus dem Radius des zu dem Originale gehörigen 
umschriebenen Kreises. 

Aufg. 8. Man konstruiere die zu den verschiedenen Fällen 
der vorhergehenden Aufgabe gehörigen Modelle unter der Vor- 
aussetzung, dafs die Ebenen E und E' sich in einer Seite 
oder in einem Durchmesser des gegebenen regulären Polygons 
schneiden, 

Aufg. 9. Man projiziere eine geschlossene ebene Kurve 
(z. B. eine Ellipse) auf eine Ebene E' und überzeuge sich von 
der Richtigkeit der Gleichung t7'=t7"cosj', indem man die 
Originalkurve (mit dem Flächeninhalt J) als ein Polygon von 
unendlich vielen Seiten betrachtet. 

Aufg. 10. Zeige auf diese Weise, dafs die Ellipse den 
Flächeninhalt mai besitzt (§ 4 Aufg 3) 

Aufg, 11. Suche die Theoiit der konjugierten Durch- 
messer einer Ellipse (1, § 43) aus dem Satze abzuleiten, dafs 
der Schnitt eines geraden Krei&cylinders eine Ellipse ist (§ 4. 
Aufg. 3), Gebe von der Definition lus, dafs zwei konjugierte 
Ellipsendurehmesser solche sind, deren Projektionen aufein- 
ander senkrecht stehende Kreis durchmesser sind. Zeige ins- 
besondere mit Hülfe unseres Projektion ssatzes, dafs das aus 
konjugierten Ellipsenhalbmessern gebildete Dreieck konstanten 
Inhalt hat, nämlich den Inhalt -^ 6^ ; — = ^ah. 
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Zweites Kapitel. 
Die Raumelementc bezogen auf ein Koordinatensystem. 

§ 7. Bestimmiing der Lage eines Punktes dureli Koordinaten. 

In der an alyti seilen Geometrie der Ebene wurde die Lage 
eines Punktes dadurcli bestimmt, dafs man denselben auf zwei 
in der Ebene gewählte Koordinatenachsen bezog. Um die 
analoge Aufgabe für den Raum zu lösen, ziehen wir durch 
einen beliebigen Punkt des Raumes drei paarweise auf ein- 
ander senkrecht stehende Geraden, die wir die a^-Achse, die 
^/-Achse und die s- Achse nennen wollen. Diese drei Geraden 
bestimmen dann zugleich drei j,. . 

paarweise auf einander senk- 
recht stehende Ebenen, die 
man resp. als die ^g-Ebene, 
die ^3;-Ebene und die xy- 
Ebene bezeichnen kann. Da 
die a; -Achse, die 1/ -Achse und 
die s-Achse resp. die Norma- 
len der ^3-Bbcne, der sa: -Ebene 
und der a;^-Ebene sind, so 
wird durch Festsetainng einer 
positiven Richtung auf jeder der drei Achsen zugleich eine Ent- 
scheidung über die positive Seite einer jeden der drei Ebenen 
getroffen (§3). WirwahlennundiepositiveRichtungdera^-Achae 
und der^-Achse willkürlieh, die positive Richtung der ^-Achse 
oder, was dasselbe bedeutet, die positive Seite der a;j/-Ebene da- 
gegen so , dafs für einen dieser positiven Seite zugewandten Be- 
obachter die positive fl;-Achge in der xy-WoQue sich um 90" im 
positiven Sinne um den Punkt drehen muas, um mit der 
positiven y-Achse zusammenzufallen. Für einen Beobachter, 
welcher der positiven Seite der ^s-Ebeiie resp. der 2a:-Ebene zu- 
gewandt ist, erscheint dann die Drehung um 90", durch welche 
die positive y-Achse in die poaitiTe 2-Achse resp. diese in die 
positive ic-Achse übergeführt wird, ebenfalls als eine positive. 

Um nun die Lage eines beliebigen Punkte.? P im Räume 
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zu bestimmen, lege man durch rlenselben die Nor mal ebenen 
KU den drei Aclisen, wodurch man die Projektionen F^, P,j, Pi 
des Punktes P auf die Achsen erhält. Zu jedem Punkte P des 
Raumes gehören also drei ganz bestimmte Punkte P^^, Pji, Psj 
aber auch umgekehrt ist durch drei willkürlich auf den Achsen 
gewählte Punkte P_,:,Py,F, immer eindeutig ein Punkt P 
bestimmt, dessen Projektionen P^, Py, Pj, sind. Es ist dies der 
Schnittpunkt der Normalebenen der drei Achsen, die man resp. 
in Pc, Pj, Pj konstruieren kann. 

Nach Pestsetzung einer Längeneinheit und mit Berück- 
sichtigung der Aehaenrichtungen werden nun die Strecken OPx, 
OPy, OPi durch ganz bestimmte, positive oder negative Zahlen 
ausgedrückt, die wir die Koordinaten des Punktes P 
nennen und mit x, y, bezeichnen wollen. Dem entsprechend 
werden die drei Achsen die Koordinatenachsen und die drei 
durch sie bestimmten Ebenen die Koordinatenebenen ge- 
nannt. Der Punkt heifst der Anfangspunkt, seine Koor- 
dinaten sind gleich NuU. Wie in der analytischen Geometrie 
der Ebene bezeichnet man den Punkt mit den Koordinaten 
x = a, )/ = 6, ^^c kurz als den Punkt {a, h, c). 

Man erkennt jetzt die Richtigkeit des folgenden Satzes: 

Jedem Punkte des Raumes entspricht ein ganz 
bestimmtes Zahlentripel, nämlich seine Koordinaten, 
und umgekehrt jedem Zahlentripel entspricht ein 
ganz bestimmter Punkt des Raumes, nämlich der- 
jenige, dessen Koordinaten resp. den drei gegebenen 
Zahlen gleich sind. 

Durch die drei Koordinaten eh enen wird der ganze Raum 
in acht Oktanten zerlegt. Die Koordinaten x, y, z der 
Punkte dieser acht Oktanten bieten der Reihe nach die Vor- 
zeich enkomb in ationen -| — I — |-, -\ — I , -| \-y-\ ■■ — ) 

Y -\-, ■ V ~y Vy "1*^- 2wei Punkte des- 
selben Oktanten liefern dieselbe Vorzeichenkombination. Jeder 
Oktant wird daher ausreichend durch die Vorzeichenkombina- 
tion irgend eines seiner Punkte charakterisiert. 

Die drei durch einen Punkt P des Raumes gehenden 
Normalebenen der Achsen bestimmen mit den Koordinaten- 
ebenen, wenn nicht P selbst in einer derselben Hegt, jedes- 
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mal ein reclitwiiikligea Parallele piped, dessen sämtliche Ecken, 
mit Ausnahme der freien Ecke P, in den Koordinatenebenen 
liegen. Die drei durch P hindnreligelienden Kanten führen 
zu den Projektionen L, M, N von P auf die Koordinaten- 
ebenen. Da OF.^LP, OFy = MF, OP. = jVPiat, so 
kann man die Koordinaten eines Punktes auch als seine mit 
den entsprechenden Vorzeichen versehenen Abstände von den 
Koordinaten ebenen definieren. 

Äufg. 1. Bestimme (durch Anfertigung eines Modells) 
die Punkte (1, 1, 1); (1, — 2, 1); (— 2, \, — 3); (0, — 1, 0); 
(2, ~ 2, 0)5 (1, 0, — 1); (- 1, - 1, - 1); (a, a, c); (a, c, c); 
(a, h, d). 

Aufg. 2. Durch welche Koordinaten sind die Punkte 
der a^-Achae, der »/-Achae, der «-Achse ausgezeichnet? 

Aufg. 3. Durch welche Koordinaten sind die Punkte 
der yz-WoeaQ, der sa^-Ebene, der icj/ -Ebene ausgezeichnet? 

Aufg. 4. Beachte, dafs die Punkte der Koordinaten- 
ebenen durch je eine Gleichung charakterisiert werden, z. B. 
die Punkte der ^^-Ebene durch die Gleichung a; == 0, welche 
man daher als die Gleichung der j/s-Ehene bezeichnet. 
Welches ist die Gleichung der S3;-Ebeue, der aiy-Ebene? 

Aufg. 5. Beachte, dafs die Punkte der Koordinaten- 
achsen durch je zwei Gleichungen charakterisiert sind, k. B. 
die Punkte der y-Achse durch die beiden Gleichungen x = 0, 
« = 0, welche man die Gleichungen der j/-Achse nennt. 
Welches sind die Gleichungen der 3-Achse, der a^-Aehse? 

Aufg. 6. Durch welche Koordinaten sind die Punkte 
einer Ebene ausgezeichnet, welche einer der drei Koordinaten- 
ebenen parallel ist? Welches ist der Ort der Punkte, für 
welche ? = 2 ist? 

Aufg. 7. Durch welche Koordinaten sind die Punkte 
einer Geraden ausgezeichnet, welche einer der drei Achsen 
parallel ist? Wo liegen alle die Punkte, für welche gleich- 
zeitig a; = 3, y = — 2 ist? 

Aufg. 8. Welche Beziehung besteht zwischen den Ko- 
ordinaten eines Punktes, welcher auf einer der beiden Ebenen 
liegt, welche den Winkel zweier Koordinaten ebenen halbieren? 

Aufg. 9. Welches ist der Ort des Punktes, für welche 
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x = y ist? oder x= —y'i oder j/ = s? oder y ^ — a? Wel- 
ches ist der Ort der Punkte, deren Koordinaten der Gleichung 
a: — 2 ^ oder x -^ S = genügen? 

Aufg. 10. Durch sei eine beliebige Gerade gezogen. 
Weiche Relation besteht dann zwischen den Koordinaten x^, 
Pit^i und (Ci,y^,^i zweier Punkte P^ und Pg dieser Geraden? 

Aufg, 11. Welches ist die gegenseitige Lage der beiden 
Punkte (a, b, c) und ( — a, b, c), oder der Punkte (a, b, c) und 
(a, — h, — c), oder der Punkte {a, b, c) und ( — a, — b,~ c)? 

Aufg. 12. Wodurch sind zwei Punkte ausgezeichnet, 
welche symmetrisch zu einer der Koordinatenebenen Hegen, 
oder symmetrisch zu einer der Achsen, oder symmetrisch zum 
Anfangspunkte ? 

Aufg. 13. Ein Punkt P besitee die Koordinaten x, y, 8. 
Wie beifsen seine Koordinaten, wenn man die Aclisenrichtungen 
wechselt, oder wenn man etwa die frühere positive a;-Ächse 
neuerdinga zur positiven iS-Ächse und die frühere positive 
:S-Ächse zur negativen a^-Achse wählt, oder wenn man die drei 
Achsen irgendwie anders vertauscht'^ 

Aufg. 14. Beachte, dafs zwar die Projektionen P^,, P,,, 
P, von P auf die Achsen, nicht aber die Projektionen i, M, N 
von P auf die Koordinatenebenen willkürlich, gewählt wer- 
den dürfen. Durch die Wahl von L beispielsweise (welche 
gleichbedeutend ist mit der Wahl von i/ und ^) ist über die 
Lage von M und N bereits teilweise verfügt, es bedarf nur 
noch der Festsetzung des x. 

Aufg. 15. Gieb die verschiedenen Wege an, welche in 
Fig. 5 von zu P führen, wie etwa der Linienzug OP^NP. 
Zur Konstruktion von P aus seinen Koordinaten werden zweck- 
mäfsig diese Linienzüge benutzt. 

Aufg. 16. Drei beliebige durch einen Anfangspunkt 
gezogene Strahlen bestimmen ein schiefwinkliges Ächsen- 
system. Legt man durch einen Punkt P des Raumes die 
Parallelebenen zu den drei durch die Achsen gebildeten Ko- 
ordinateneb enon , so kann man die Schnittpunkte F^, Py, P; 
derselben mit den Achsen als schiefe Projektionen von P 
bezeichnen und OPx = x, OPy = y, 0Ps = 3 die schief- 
winkligen Koordinaten von P nennen. Die Sätze des 
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Textes lassen sich dann mit geringer Modifikation aueli anf 
dieses Koordinatsn System übertragen. 

§ 8. Koordinatentranaformation durch Terleguag des 
Anfangspunktes (Parallelversehiebung). 

In einem Koordinatensysteme mit dem Anfangspunkte 
seien zwei Punkte P und 0' mit den Koordinaten x, y, s nnd 
a, b, c gegeben. Mau lege dureli 0' ein neues Koordinaten- 
system, dessen positive Halbachsen parallel und gleichgerichtet 
mit den positiven Halbachsen des alten Systems sind, sodafs 
das eine System mit dem andern nach Lage und Richtung 
der Achsen durch hlofse Parallel Verschiebung zur Deckung 
gebracht werden kann. Der Punkt P besitze nun in Bezug 
auf das neue System die Koordinaten x, y, /; die neuen durch 
0' gehenden Achsen mögen dem entsprechend die a^'-Achse, 
die j/'-Acbse und die a'-Achso heifsen. Bezeichnet man die 
Projektionen von 0* und P auf die alte a^-Achse resp, mit 
0/ und P^, so erkennt man leicht, daJ"s OJ P^ nach Gröfse 
und Richtung gleich x ist. Da aber OJ P^ = OP^ — OOJ 
ist und für die beiden andern Achsen dieselben Betrachtungen 
gelten, so findet man die Transformafcionsformelu 
(Tergl. I, § 6): 

x' ^^ X — a, y ^ y — h f s = z — c, 
oder; x ^= x' -\' a , y ^ y -\- i , B = S -{- C, 

Aufg. 1. Man überzeuge sich, dafs diese Relationen zwi- 
schen den alten und den neuen Koordinaten stets gelten, in 
welchen Oktanten auch die Punkte 0' und P sich befinden 
mögen. 

Aufg. 2. Zeige, dafs die obigen Transformationsformeln 
auch bei Parallelveraehiebung schiefwinkliger Koordinaten- 
systeme gelten. 

§ 9. Bestimmung eines Punktes dnreh einen Radius Vektor 
und die zugehörigen Achsenwinkel. Riehtnngskosinus. 
In Bezug auf ein Achsensyst.em*) sei ein Punkt P durch 
seine Koordinaten x,y,g gegeben. Die Entfernung OP=r 

*) Wenn nicht ausdrücklich das Gegenteil gesagt wird, sind immer 
reehtwioklige Koordinatensjateme gemeint. 
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des Punktes F vom Ausgangspunkte wird der Radius 
Vektor vou P genannt. Aus den rechtwinkligen Dreiecken 
OF^N und JVP folgt nun OJV^ = ic^ + y\ r^ = ON^ + s^, 



also r^ - 




j/* + z^. Wir setzen die Hicliiung von nach 
P als die positive Richtung der 
Verbindungslinie OF fest, so dafs 
also r = OF immer positiv ge- 
rechnet wird. Dann folgt: 

(1) r _ + y^'+f + sK 

Zugleich aber sind jetzt auch 
eindeutig die Winkel a, (3, y bestimmt, 
welche OP mit den positiven Achsen- 
richtungen einschliefst und welche 
wir kurz die Aehsenwinkel von 
OF nennen wollen. Da OF^,OFy, 
OF, die Projektionen von OF auf 
(§ 4) für jeden Punkt des Raumes 
nd Vorzeichen die Relationen: 



X ^ r cos K, y = 'i 
Man nennt cos a, cos ß, 



is p, g = »• cos y. 

i Y die ßiehtungskosinuB 
der Geraden OF. Dieselben sind, wie auch a, /J, y selbst, erst 
durch die oben getroffene Festsetzung über die positive Rich- 
tung von OF unzweideutig bestimmt. Zwischen coa k, cos (3, 
cos y bestellt allema! eine wichtige Relation, welche man durch 
Quadrieren und Addieren der drei Gleichungen (2) erhält. Es 
folgt nämlich: 



i aber: 



■^ (cos^ a -\- cos^ ß 4" cos^ y); 



ist, so ergiebt sich: 

(3) cos^ a + cos^ (Ü + cos^ 7 == 1 , d.h.: 

Die Summe der Quadrate der Richtungskosinus 
ist gleich Eins. 

Aus dem Vorhergehenden ersehen wir, dafs zu jedem 
Punkte (x, y, s) ein ganz bestimmter Radius Vektor r und 
ganz bestimmte, durch die Gleichung (3) mit einander ver- 
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bondene Riditungskosiniis gehören, welche mau aus x, y, s 
durch die Gleichungen findet: 

(4) coa « = — , cos /3 = - , cos ^ = - , )■= + "j/a;^ + 'if-\-^^- 

Aber auch umgekehrt kann man jede positive Zahl q 
und je drei positive oder negative Zahlen \,i\,t„ für welche 
l^+ *J^+ £^= 1 ist, als den Radius Vektor und die zugehöri- 
gen Hichtungskosinus eines unzweideutig beatimmten Punktes 
P auffassen. Denn konstruirt man den Punkt mit den Ko- 
ordinaten a:='p|, y =' p^, s=p£, und berechnet aus (4) 
dessen Radius Vektor r und die Riehtuugskosinus cos u, cos ^, 
cos y, so findet man: 

)- = p j cos ß = I , cos ß ^= tj , cos 7 '^ S ■ 
Der Radius r kann alle Werthe von bis oo annehmen, die 
Achsenwinkel a,ß,Y alle Werte von 0" bis 180*' (§ 3). 

Aus den Gleichungen (2) ergiebt sich noch eine inter- 
essante Relation. Multipliziert man dieselben resp. mit cos a, 
cos /3, cos y und addiert, ao folgt mit Bücksicht auf (3): 
(ö) X cos a -{- y cos ß -{- 2 coBy = r. 

Aufg. 1. Wo liegen alle Punkte mit demselben Radius 
Vektor )■? Welche Relation besteht zwischen den Koordina- 
ten X, y, s eines jeden dieser Punkte? Wähle speziell für r 
die Längeneinheit, 

Aufg. 2. Wo liegen alle Punkte, deren Radien Vektoren 
dieselben Richtungskosinus besitzen? Welche Relation besteht 
zwischen den Koordinaten zweier solcher Punkte? 

Aufg. 3. Beachte, dafs die zu dem Radius Vektor eines 
Punktes ix, y, s) gehörigen Richtungskosinus cos a, cos ß, cos y 
in ihren Vorzeichen resp. mit x,y,!s Üb er ein stimmen , In den 
verschiedenen Oktanten ergeben sich also für die Richtungs- 
kosinus dieselben Vorzeichenkombiuatiouen wie für die Ko- 
ordinaten. 

Aufg. 4. Bevfeise, dafs für a ^ ß = y sich ergiebt 

cos K = cos & = cos v = • - ■ 

^ ys 

Aufg. 5. Um den Anfangspunkt ist mit dem Radiua 
j- ^ 1 eine Kugel beschrieben. Bestimme diejenigen acht 
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Puiikto auf der Kugel, für vvolche, absolut genomraeD, Gleich- 
heit der drei Koordinal«n stattfindet. Gieb die Richtungs- 
kosinus der zu dieseü Punkten gehörigen Radien Vektoren an. 
Definiere diese letzteren als Schnittlinien gewisser Halbierungs- 
ebenen. 

Äufg. 6. Wo liegen alle Punkte, deren Radien Vektoren 
juit der x-Achs& denselben Winkel a einschliefsen? 

Aufg. 7. Zeige, dafs nicht nur durch die drei Achsen- 
winkel a, ß, y die drei Richtungskosinus, sondern dafs auch 
umgekehrt durch die Richtungskosinus die Achsenwinkel ein- 
deutig bestimmt sind, da sich die letzteren nur zwischen den 
Grenzen 0" und 180" bewegen können. 

Anfg, 8. Der Winkel tt sei willkürlich gewählt. Zeige, 
dafs der Winkel ß dann nicht mehr ganz willküi'lich gewählt 
werden kann. Begründe dies zunächst geometrisch und dann 
aus der Gleichung (3), welche verlangt, dafs cos^ a -f cos^ |5 ^ 1 
sein mufs. Zeige, dafs diese analytische Beschränkung mit 
den vorher gefundenen geometrischen Grenzen für ß überein- 
stimmt. 

Aufg. 9. Leite aus Gleichung (3) die Relation sin^ « 
-\- sin^ ß -|- sin^ j- = 2 ab. 

Aufg. 10. Die Winkel cc und ß seien mit Berücksichti- 
gung von Aufg. 8 gewählt. Weiche Winkel y sind dann noch 
möglich? Interpretiere die aus Gleichung (3) sieh ergebende 
Lösung geometrisch. 

Aufg. 11, Leite Gleichung (5) durch Projektion des 
Linienzuges OF^NP auf OP ab (§ 5). Achte bei allen Teilen 
dieses Linienzuges wie auch bei der Schlufslinie auf die posi- 
tive Richtung. 

Aufg. 12. Welches sind die Richtungskosinus, welche 
zu Punkten der Koordinatenebenen oder der Achsen gehören? 

§ 10. Aus den Koordiaaten zweier Punkte P' und P" ihre 
Entfernung: und die Winkel zu bestimmen, welche ihre Ver- 
bindungslinie mit den Achsen bildet. ^ Richtungskosinns. 
Abbildung auf die Einheitskugel, 
Auf der Verbindungslinie von P' und P" mit den Ifoor- 
dinaten x, y , z und x' , y", z" sei die positive Richtung will- 
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kiirlieh fixiert. Dann ist nicht nur die Strectö P'P" = ä 
uacb Grüfse und Vorzeichen bestimmt, sondern es sind auch 
zugleich in unzweideutiger Weise die Winkel a, ß, y definiert, 
welche die positive Richtung der Verbindaiigslinie P' P" mit 
den positiven Achsenrichtungen einschlierst. Diese Winkel 
werden zweckmäfsig durch einen Halbstrahi zur Anschauung 
gebracht, welcher vom Anfangspunkte aus parallel und 
gleichgerichtet mit der positiven Richtung von P'P" gezogen 
werden kann. Die Richtungskosinus cos «, cos ß, cos y dieses 
Halbstrahles werden dann zugleich die Ricbtungskosiuus 
der positiven Richtung von P'P" genannt. Aus dieser 
Definition ergeben sieh sofort die Folgerungen: 

I. Parallele un d gleichgerichtete (d. h. in den posi- 
tiven Richtungen übereinstimmende) Geraden haben 
gleicht! Eichtungskosinus; parallele und entgegen- 
gesetzt gerichtete Geraden haben entgegengesetzt 
gleiche Richtungakosinus. 

II, Die Summe der Quadrate der Richtungskosinus 
einer jeden Richtung ist gleich Eins, oder: 

cos^ a -\- cos^ ß -\- cos^ y = 1 . 
Beschreibt man mit der Längeneinheit als Radius um den 
Anfangspunkt eine Kugel, die sog. Einhoitskuge!, so trii?t 
jeder von ausgehende Halbstrahl (Radius Vektor) dieselbe 
in einem ganz bestimmten Punkte, dessen Koordinaten (durch 
die Längeneinheit gemessen) resp. den Richtungskosinus des 
Halbstrahles gleich sind. Umgekehrt gehört zu jedem Punkte 
der Einheitskugel ein zu ihm hinführender, unzweideutig be- 
stimmter Halbstrahl, dessen Richtungskosinus gleich den (durch 
die Längeneinheit gemessenen) Koordinaten des gewählten 
Punktes sind. Da alle parallelen und gleichgerichteten Geraden 
des Raumes durch einen ganz bestimmten von ausgehen- 
den Halbstrahl mit denselben Richtungskosinus repräsentiert 
werden können, so ergiebt sich folgender Satz: 

III. Zu der Gesamtheit aller parallelen und gleich- 
gerichteten Geraden des Raumes mit den Richtungs- 
kosinus cos a ^ §, cos ^ = jj, cos y = S — wir wollen 
dafür kurz sagen; zu der Richtung (|, tj, Q — gehört 
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ein ganz bestimmter Punkt der Einheitskugel mit 
den Koordinaten |, ij, g und umgekehrt zu jedem 
Punkte (g, jj, £) der Einheitskugel gehört eine ganz 
bestimmte Richtung (I, ij, £) d.h. die Gesamtheit aller 
parallelen und gleichgerichteten G-eraden des Raumes 
mit den Richtungskosinus cosk = |, eo3(5 = i;, cosy^^. 

Durch diesen Satz werden die sämtlichen RiehtuDgen des 
Raumes durch die sämtlichen Punkte der Einheitskugel in 
eindeutiger Weise veranschaulicht oder abgebildet. 

Zwischen den Koordinaten g, ij, § eines jeden Punktes der 
Einheitskugel besteht die Relation: 

(1) r+v+s'-i, 

wie sich sowohl aus Gleichung (1) des vorhergehenden Para- 
graphen, d.h. -direkt geometrisch, als auch daraus ergiebt, 
dafs I, ij, g nach Satz III den Charakter von ßichtungskosinus 
besitzen, deren Quaäratsumme stets gleich der Einheit ist. 

Um nun die ursprünglich gestellte Aufgabe zu lösen, nach 
welcher die Riehtuugskosinus cos a = |, cos ß = f], cosy = ^ 
der positiven Richtung von P'P" sowie die Strecke F'F"=d 
zu bestimmen waren, projizieren wir die Strecke F' P" auf 
die Koordinatenachsen und erhalten die Projektionen F^PJ', 
PyPy', PJP", welche iu Bezug auf Gröfse und Vorzeichen 
resp. durch x" ~ x' , y" — y, z" — s dargestellt werden (I,§ 2). 
Dann gelten in Bezug auf Gröfse und Vorzeichen die 
Gleichungen (§4): 

(2) x' — x = di,, y" — y =■- dvi, s' -- z = d%, 

oder: 

Durch Quadrieren und Addieren der drei Gleichungen (2) 
folgt mit Rücksicht auf (1): 

(4) ,1' - (x' - x-f + ö/" - !/')'.+ (<." - 8)', 
oder : 

(5) d~± Y(x - iy+ 0" -;;■)■+ (!i""-ej. 

Das Vorzeichen der Quadratwurzel ist an und für sich 
willkürlich und kann aus den Koordinaten vou P' und P" 
allein nicht gewonnen werdeu. Es ist erst dann vollständig 
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bestiraiutj sobald man über die positive Richtung der Geraden 
F'JP" entschieden hat; dann unci nur dann liefern auch die 
Gleichungen (3) unzweideutig bestimmte Riehtungskosiaus. 
Ändert man die positive Richtung der Geraden P'P", so 
ändern sich zugleich in (5) und (3) die Vorzeichen von d, |, % t 

Damit ist die gestellte Aufgabe vollständig gelöst. 

Aufg. 1. Welches sind die Richtung st osinua von Geraden, 
welche einer der Koordinateuebenen oder einer der Achsen 
parallel sind? Durch welche Punkte der Einheitskugel wer- 
den solche Richtungen abgebildet? 

Aufg. 2. Welchen Richtungen entsprechen die beiden 
Endpunkte eines Durehmessers der Einheitskugel? 

Aufg. 3, Wie sind die Richtungen zu bezeichnen, welche 
durch die sämthchen Punkte eines gröfsten Kreises der Ein- 
heitskugel abgebildet werden? 

Aufg. 4. Drei paarweise aufeinander senkrecht stehende 
Geraden (wie z, B. die Koordinatenachsen) liefern welche Bilder 
auf der Einheitskugel? Beachte, dafs jeder Geraden (ent- 
sprechend ihren beiden Richtungen) zwei Punkte der Einheits- 
kugel zuzuordnen sind. 

Aufg. 5. Drücke aus, dafs der Punkt (x, y, s) gleich 
weit entfernt von den Punkten (a, b, c) und (a^, \, c,) ist. 
Vereinfache die Bedingungsgleichung möglichst. 

Aufg. 6. Bestimme die Längen und die Richtungen der 
sechs Kanten des Tetraeders, welches die Punkte (1, 2, 1); 
(2, — 1> 3); ( — 1) 2j — 3} ii'it dem Anfangspunkte bilden. 

§ 11. Aus den gegebenen Koordinaten x,y',d und x',y',d' 
zweier Punkte P' und P" die Koordinaten «, y, s desjenigen 
Punktes P der Verbindungslinie zu finden, der mit der Strecke 
FV" ein gegebenes Teilverhältnis l bildet. 
Da die Projektionen P,:, Pj,, Pj von P auf die Achsen 
mit den entsprechenden Projektionen T^l'^' , FyFy', F^ I'" 
der Strecke P'P" dieselben Teilverhältnisse bilden, wie P mit 
F'F", gleichgültig, in welcher Weise die positive Richtung 
von PF" gewählt worden sei (§ 4, Aufg. 2), so findet man, 
wegen OF^^^, OF^ = x, OPr"=a:" ete. unmittelbar die 
gesuchten Koordinaten in der Form (vergh I, §3 und 9): 
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Insbesondere sind die Koordinaten des Mitl:elpiinktes von 
P'P" (1 — 1) gleich: 

(ä) :._?^-, !,-^-±'£, »-'-+i^- 

Aufg. 1. Man bestimme die TeilverHältnisse und die 
Koordinaten der drei Punkte, in denen die Gerade P' F" dio 
Koordinatenebenen trifft. 

Aufg. 2, Ein Tetraeder ist gegeben durch die Punkte 
(!, 2, 1); (2, — 3, 1); (- 2, 3, - 2); {- 4, — 5, - 2). Wel- 
ches sind die Koordinaten der Mittelpunkte seiner sechs Kanten? 

Aufg. 3. Bestimme in dem Tetraeder F^P^^A^i ^^^ 
Mittelpunkt der Strecke, welche den Mittelpunkt von PjPg 
mit dem Mittelpunkte von P^F^ verbindet und beweise den 
Satz: Die geraden Linien, welche die Mittelpunkte 
der gegenüberliegenden Kanten eines Tetraeders mit 
einander verbinden, gehen durch einen und denselben 
Punkt. 

Aufg. 4. Bestimme die Koordinaten des Schwerpunktes 
der durch die Puntte P,, P^, P^ bestimmten Dreiecksfläehe 
(I, § 9, Autg. 3). 

Aufg. 6. Bestimme die Koordinaten des Schwerpunktes 
des Tetraeders P^P^P^Pi- (Ist 8 der Schwerpunkt des Tetra- 
eders und Sj der Schwerpunkt der Dreiecksfläche P^P^Pi,, 
so teilt S bekanntlich die Verbindungslinie PjSi so, dafa 
-^~- ^ -- ist.) Beachte, dafs der Schwerpunkt der gleiche 
wie der durch Aufg. 3 bestimmte Punkt ist. 

Aufg. 6. Bestimme die Teilverhältnisse und die Koordi- 
naten der Punkte, in weichen die Verbindungslinie von (2, 3, 1) 
und (1, — 3, 4) die beiden durch die (/-Achse gehenden Ebenen 
trifft, welche die Winkel der ;ry-Ebene und der j/^-Ebene 
halbieren (§ 7, Aufg. 8). 

Aufg, 7. Zeige, dafa die Formeln (1) und (2) unver- 
ändert auch bei schiefwinkligen Koordinaten gelten (I, § 9) 
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§ 12. Bestimmung der Projektion des zu einem Punkte (x, y, 2) 
i Radius Veiitor auf eine durcü ihre Richtung gegebene 
iestiramung des Winkels zweier Richtungen. 
Der Punkt (x, y, s) besitae den Radius Vektor r, desson 
Richtungakosinus cos a, cos ß, cos y seien (§ 9, Äufg. 7). Wir 
ziehen durcli den Anfangspunkt einen Halbstrahl parallel und 
gleichgerichtet mit der Geraden, auf welche r projiziert wer- 
den soll. Die Richtuiigskosinus desselben seien cos a^, cos ß^, 
cosyi- Die Projektion OP' von OF = r auf diesen Halb- 
atrahl stimmt dann nach Grölse und ^.^^ ^ 

Vorzeichen mit der gesuchten Projek- 
tion überein. Diese Projektion erhalten 
wir aber auch, wenn wir statt OP den j 
zu P hinführenden Weg OF^^NF auf den 
Halbstrahl OF' projizieren. Nach dem 
in § 5 bewiesenen Satze ist daher wegen 

OF^=x, F^N^tj, NF=^z, 
(vergl. auch §9, Aufg. 11): 

(1) OF' = X cos cc, -\- y cos ß,-\- cos y^ . 

Durch diese Gleichung, von der wir sehr häufig Gebrauch 
machen werden, ist die erste der beiden oben gestellten Auf- 
gaben gelöst. 

Bezeichnen wir jetzt den Winkel der beiden Halbstrahlen 
OF und OP' mit (p, so ist 9) zugleich der Winkel der durch 
die Rieht an gsko sin US cos«, cos /5, cos;' und cos«,, cos ^j, 
cos y, bestimmten Richtungen {% 10). Setzt man dann aber 
in Gleichung (1) ein: 

OF'=rcoä(p, :c = ?■ cos K, )/ = reos/5, s' = rcos}', 
so folgt: 

(2) cos (p = cos « cos «1 -{- cos ß cos ß^ -\- cos y cos ^j . 
Diese Gleichung ist eine der wichtigsten Glei- 
chungen der analytischen Ceomet e 

In vielen Fällen wird aufs d m du 1 die Gleichung (2) 
gegebeneu Werte von cos 95 a i 1 e K untnia von sin cp ge- 
fordert. Eine entsprechende Fo m 1 h fir werden wir im 
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i'olgeiitleii Paragraphen kennen lernen. Hier soll nur noch 
der wichtige Spezialfall hervorgehoben werden, der sich für 
tp = 90" ergieht. In diesem Falle, aber auch nur dann, ist 
cos ip gleich Null und man erhalt daher den Satz: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dafs zwei Richtungen zu einander normal sind, 
lautet; 
(B) cos K cos «1 -f- cos ß cos /5j + cos ;^ cos ^i = . 

Äufg. 1. GiebdiePrüje](tiondes7udemPuulde(2,— 5,— 3) 
gehörigen Radius Vektor auf die durch cosö; = cos(^ = cosj'=— _ 
definiei-te Richtung an. 

Aufg. 2. Bestimme den Winkel der beiden Richtungen 

«'•''0."ä(^i, jj|, ^5)(8io,s.t.ni). 

Aufg. 3. Bestimme die beiden Winkel, welche die Rich- 
tung (-^, -=, —=] mit den Riehtuuffen ( -, =, — ■^) 

^ \ys' Ys' yaj ° \ y»' 1/a' yä/ 

resp. (—., =, — =1 bildet. 

Aufg. i. Zwei zur «»/-Ebene parallele Geraden seien 
durch die Richtungskosinus i, 7}, und |', ij', ausgezeichnet 
(§ 10, Aufg. 1). Welches ist der Sinus des eingeschlossenen 
Winkels? Deute mit Benutzung der Einheitskugel |, ij und 
I', vj' als Koordinaten, leite den für sin <p gefundenen Aus- 
druck geometrisch ab (I, § 10) und suche auch das Vorzeichen 
zu bestimmen. (Benutze den Umstand, dafs |* + ij* •= 1, 
|'2 4,^'ä==,i und folglich auch (£'+ i)')(r+ ^") = 1 ist.) 

Aufg. 5. Durch den Punkt (x,y,s) werde eine Gerade 
mit der Richtung (^, jj, g) gezogen. Bestimme die Länge des 
Lotes, welches man vom Anfangspunkte auf die Gerade ffillen 
kann. Bei welcher Beziehung zwischen x, y, e und |, jj, § ist 
dieses Lot gleich Null? 

Aufg. 6. Deute die Richtungskosinus |, ij, £ und ^', jj', g' 
zweier Geraden als die Koordinaten zweier Punkte P und P' 
der Einheitskugel. Verbinde Pund P' miteinander und mit 
und leite aus dem Dreieck OPF' durch Berechnen von FF' 
die Fundamentalgleichung (2) ab. 
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Aiifg. 7. Löse dieselbe Aufgabe für den Fal!, dafs das 
Dreieck OFF' bei rechtwinklig ist und beweise die Fiin- 
damentalgleichung (3). 

Aufg. 8. Auf der Eiiilieifskugel sei ein rechtwinkliges 
sphärisches Dreieck ABC gegeben mit dem rechten Winkel 
bei A. Der Punkt A werde auf der a!-Ächse, der Punkt B 
in der a;s-Ebene, der Punkt C in der xy-Eheiie gewählt. Die 
Seiten des sphärischen Dreiecks, d. h. die Winkel, welche die 
Radien OA, OB, OC zu je zweien mit einander bilden, mögen 
mit a, h, c bezeichnet werden; a ist dann die Hypotenuse, 
b und c sind die Katheten. Die Biehtuugskosiuus der drei 
Radien OA, OB, OC sind resp. 1, 0, 0; cos c, 0, cos (90" — c); 
cos 6, cos (90"— &),0. Bestimmt man jetzt mittelst Gleichung (2) 
cos a, so erhält man sofort eine der Grundgleichungen 
für die Berechnung rechtwinkliger sphärischer Drei- 
ecke, nämlich: 

cos a = cos h cos e . 

Aufg. 9. Zeige, dafs die Gleichung (1) des Textes auch 
noch gilt, wenn das Koordinatensystem ein schiefwinkliges ist, 
mit welchem der Strahl OP' die Achsenwinkel a^, ß^, y^ 
bestimmt. 

§ 13. Die Richtung einer Geraden zu bestimmen, welche zu 
zwei gegebenen Richtungen normal ist. 

Die beiden gegebenen Richtungen (^,, i;,, £j) und {^^i %> Sa) 
seien auf der Einheitskugel durch die Punkte P^ und Pg ab- 
gebildet. Errichtet man im Mittelpunkte auf dem durch 
Pj und Pg bestimmten gröfsten Kreise den senkrechten Dureh- 
messer, so repräsentieren die Koordinaten der beiden End- 
punkte desselben die Richtungskosinua dor beiden einander 
entgegengesetzten Richtungen, welche zu den zwei gegebenen 
normal sind. 

Wir wählen nun von diesen beiden Bndpunkten denjenigen 
aus, von welchem aus das Dreieck OPj^P^ (oder, was dasselbe 
ist, der Bogen P1P2) positiv erscheint und nennen diesen 
Punkt P den Pol des Kreises PjPy. Setzen wir überdies fest, 
P sei die positive Normalenrichtung der Ebene dieses Kreises, so 
ist auch zugleich über die positive Seite dieser Ebene entschieden. 
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äeieu jetzt |, ij, ? die Koordinaten von P, J der Flächen- 
inhalt des Dreiecks OPjPg und J',J",J"' die Flächeninhalte 
seiner Projektionen auf die Koordinaten ebenen, so gelten in 
Beaug auf Gröl'se i^nd Vorzeichen (§ 6) die Gleiclmngen: 
(1) J' = J%, 3" = Jyi, J"'=J^ 

Bezeichnet man den Wintel der beiden gegehenen Rich- 
tungen, d. h. den Winkel PiOPg mit Kp und berücksichtigt, 
dafs J positiv und QF^ = OP^ ^ 1 ist, so folgt für den In- 
halt des Dreiecks OF^F,,: 

Es ist aber ferner (I, § 10); 

(3) <r=i(^,g,-7?,a r=\{XA-Uld> 'f'-hil.n.-l.nd, 

und folglich erhält man für die Koordinaten des 
Poles P die fundamentalen Formeln: 

(4) i^-1ikizj)ik^ ^=kk^ML^ ^^k^k^klii. 
Durch Quadrieren und Addieren erhält man, wegen: 

r+i' + r-i, 

den Wert von sin y und damit zugleich die im vorigen Para- 
graphen angeküodigte bemerkenswerte Formel: 

(5) si„> _ (,,t - iA)'+&i, - ?.!.)'+ Ö.i. - fei,)'- 

Aufg. 1. Man leite die Formeln (4) und (5) aus den 
heiden Gleichungen: 

gil + 'ii'I + ?,£'-0 und g,§ +^,^ + ea? = 
ab, welche ausdrücken, dafs die Richtung (|, tj, ^) auf den 
Riehtungen (Ii,j)i,Si) unci (lät*?B.&) senkrecht steht. 

Aufg. 2. Man bestimme die Pole der durch folgende 
Richtungen bestimmten gröfsten Kreise der Einheitskugel: 

(1,0,0) und (0,1,0); (0,0,1) und (]/I, ]/i, o); 

\Vs' ys' yä/ ^° vi/3* ys' yaj' 

(±,-±,l\ und (0,-1,0). 

\yr yi' yä) ^ ' ' ^ 
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Die beiden letzten Fälle liofuru das gleiche Kesuitat; was 
folgt daraus? 

Aufg. 3. Wie gestalten sieh die Untersuchungen des 
Textes für <p = 90" oder für y = 180«? 

Aufg. 4. Auf der Einheitskugel sei Pj der Pol des 
grbfsten Kreises P^A ^^^ ^s sei OP^ senkrecht auf OF^. 
Dann ist auch P^ der Pol von P^P^ und P^ der Pol von PjP^ 
und es bilden daher OPi, OP.j, OPg ein zu dem Koordinaten- 
systeme kongruentes System. Leite die neun Relationen: 

ab, welche alsdann zwischen den Koordinaten von P,,P^,P^ 
bestehen. 

Aufg. 5. Beachte, dafs die Gleichungen (4) zugleich die 
Koordinaten des andern Endpunktes des durch P bestimmten 
Durchmessers und somit die der Richtung OP entgegen gesetate 
Richtung liefern, wenn mau einfach sin <p duvch — sin <p ersetzt 

% 14. Die Bedingung zu finden, unter welcher drei durch ihre 
Riehtungen gegebene Geraden einer und derselben Ebene 
parallel sind. 
Die drei durch die ßichtungskoainus 1^, ij^, %^; 1^, ij^, ^j 
Ig, jjj, £3 definierten Richtungen mögen auf der Einheitskugel 
durch die Punkte Pj, Pg, Pj abgebildet sein. Die drei Ge- 
raden werden dann allemal aber auch nur dann einer 
und derseben Ebene parallel sein, wean Pj, P^, P3 
einem und demselben grijfsten Kreise angehören. Es 
ist also zunächst zu untersuchen, in welcher Form sich die 
Koordinaten irgend eines Punktes darstellen lassen, welcher 
dem durch zwei der drei Punkte, etwa durch P^ und Pg be- 
stimmten gröfsten Kreise der Einheitskugel angehört. Ein 
beliebig in der Ebene dieses Kreises P^P^ gezogener Radius 
Vektor möge den Kreis in P und die Sehne PiP^ in Q 
treffen. Zu dem Punkte Q gehört dann ein bestimmtes Teil- 
verhältnis -^^ = X, durch welches sich die Koordinaten von Q 



der Form \'\_^\ ,,, , -T^f ausdrücken lassen. 



1-1-1 ' 1 + 1 ' 1 +i 
Koordinaten %, ij, t, des Punktes P müssen aber diesen 
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drei Ausdniuken. proportional sein (§ 9, Gl. 2 und Äufg. 2) 
d. h. eg muss sein: 

(1) S:,:5-|. + i|,:,, + A%r& + l&, 
oder: 

(2) (ig = g, + A|„ i^n^ni + f^v^, (ig = S,+ ^g,. 

Der Proportionalitätsfaktor ft ergiebt sieb aus £,^ + ^r + ^^ ^ l 
in der Form: 



(3) r- + V((, + >■ i,f + (li + »%)■ +l5, + «>)". 

Entsprecbeud den beiden Vorzeicben von ji liefern daher die 
Gleicbungen (2) zu jedem Werte von A, oder was dasselbe ist, 
zu jedem Punkte Q der Sehne P^P^ zwei Punkte P des Kreises 
PjPa, da ja an jedem Punkte Q zugleich auch derjenige Halb- 
strahl teilnimmt, der den ursprünglich gewählten zu einem 
Durehmesser ergänzt. Zieht man durch den durch P^ gehen- 
den Durchmesser, wodurch der Kreis FiP^ in zwei Halbkreise 
zerlegt wird, so ist, wie man aus dem speziellen Werte A ^ 
entnimmt, fi positiv zu wählen für die Punkte des Halbkreises, 
auf welchem sich P, befindet, und negativ für die Punkte des 
andern Halbkreises. Bewegt sich im ersteren Falle (^ > 0} 
A von — c» bis + ^^i so erhält man der Reihe nach sämt- 
liche Punkte des ersten Halbkreises, insbesondere für A =« 

den Punkt P^ für A 1- oo, den Punkt P^, für A = — oo den 

Gegenponkt von P^, für A = + 1 den Mittelpunkt des Bogens 
P^P^ und für A =— 1 den Endpunkt des zur Richtung P^Pj 
{nicht PiP^) parallelen Halbmessers. Im zweiten Falle (/t < 0) 
erhält man für jeden Wert von A den diametral entgegen- 
gesetzten Punkt zu dem, der sich vorher für dasselbe A er- 
gehen hatte. 

Durch das Vorhergehende ist gezeigt, dafs die Koordi- 
naten aller Punkte des Kreises P^Ps sich durch die Gleichungen 
(2) und (3) ausdrücken lassen, und da hiermit zugleich sämt- 
liche Losungen dieser Gleichungen erschöpft sind, so erhält 
man den Satz: 

Damit drei Geraden mit den Richtungen ^^, ijj, g^; 
Ig, %, ^; ^3, ijj, ^ einer und derselben Ebene parallel 
seien, ist notwendig und hinreichend, dafs Ij,, t]^, ^^ 
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sich als Lösungen der Gleichungen (2) und (3) dar- 
stellen lassen. 

Man bann dieses Kriterium nocli in eine symmetrische 
Form bringen. Denn der Umstand, dafs g^, %, ^^ den Glei- 
chungen (2) und (3) genügen, ist offenbar gleichbedeutend mit 
der Existenz gewisser Multiplikatoren l^, L^, X^, für welche 
die Gleichungen bestehen: 

(4) hi^i+A.^+A^Ti.^O, 

Berechnet man aber etwa aus den beiden letzten dieser drei 
Gleichungen die Verhältnisse: 

und setzt dieselben in die erste Gleichung ein, so erhält man 
als notwendige und hinreichende Bedingung für die Möglich- 
keit, drei Multiplikatoren X^, X^, X^ so zu bestimmen, dafs die 
Gleichungen (4) bestehen, die Relation: 

(5) i.c^es-^y+s.C^Ei-iiU+iaCi.e^-^w^o. 

Dies ist daher die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür, dafs die drei gegebenen Richtungen 
einer und derselben Ebene parallel sind. (Vergl. § 17, 
Äufg. 12.) 

tinter den Radien Vektoren des Kreises F^P^ sind ins- 
besondere diejenigen von Wichtigkeit, welche auf einem der 
gegebenen Radien OP, oder OP^ senkrecht stehen. Damit der 
Radius OF beispielsweise auf OF^ senkrecht stehe, mufs sein 
(§ 12, Gl. 3): 

% + Ay I, + {ny + 'l'!.) % + {k + H,) U - 0, 
woraus sich ergiebt: 

wenn wir mit (p den Winke] der beiden Richtungen (1^, »;^, g,) 
und (I2, ^ä, £2) bezeichnen. Wir erhalten daher für die Koor- 
dinaten %, Hl, % von P: 

Jtl^ Si— la COS9), ^1; = % — ija cos y, fi£ = 5i — ^^cosqo, 
f-^^il/^^i — |2C0S9j)^^(tj|— i;2Cosfp)^4"(Si — £2Cos(p)^=+sin^. 
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Das positive Zeichen entspriclit dem Punkte, der um 90" von 
P^ in der Richtung nacli Pj liiu entfernt ist, das negative 
dem diametral gegenüberliegenden. Wählen wir den erateren 
aus, so sind also seine Koordinaten: 

Aufg. 1. Man veranschauliche sich durch eine Figur die 
Bewegung des Radius OF, während l alle Werte von — oo 
bis + oo durchläuft. Lasse die Bewegung bei Pj in der Rich- 
tung nach Pj hin beginnen. Beachte, dafs der Punkt Q, von 
Pj ausgehend und in P^ wieder ankommend, die Gerade P^Pg 
in ihrer ganzen Ausdehnung gerade einmal durchlaufen hat, 
wenn der Punkt P einen Halbkreis beschrieben hat. Ächte 
besonders darauf, dafs in diesem Momente (während X von — oo 
zu -{- ''© überspringt) ft sein Zeichen wechseln mufs, damit 
wirklich der zweite Halbkreis (und nicht der erste noch einmal) 
von P durchlaufen werde. 

Aufg. 2. Beweise, dafs i = -J'-p^- = i^|-J^ ist, wenn 
mit (F,Q) und {Ql^) die Winkel I-\o'q und QOP^ bezeichnet 
werden. 

Aufg. 3. Berechne die Koordinaten des Mittelpunktes des 
Bogens P,P^. 

Aufg. 4. Es seien im Räume zwei ganz beliebige Punkte 
(a;', j/', s') und (x", y", /') gegeben. Wo liegen die Punkte: 

C^, ÖJ^, ^q »nd (^, t£, '■-^). 

Aufg. 5. Der Gegenpunkt von P^ heifse P/, Man be- 
stimme den Halbierungspunkt des Bogena P^Pi und zeige, 
dafs er von dem Halbierimgspnnkte des Bogens PiPg um 90" 
absteht. 

Aufg. 6. Wie gestalten sich die Untersuchungen des 
Textes, wenn der Winkel y = Pj OP^ gleich 90", oder 180" ist? 

Aufg. 7. Liegen die drei Punkte; 

Vi^' yt' )' \yt' 'yl' ysj' \V2' ^' yy 

der Einheitskugel auf demselben gröfsten Kreise? (Beachte 
Gl. (5) des Textes.) 
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Aufg. 8. Die Richtung (|, ij, £) möge nomia! zu den 
beiden Eichtungen (§, , -t/i , Q und (g^ ,1)3,^) sein (§ 13, 
Aufg. 1). - Man beweise, dafa für jeden Wert von l die Glei- 
chung: 

eil + n,)i + {% + »%) 1 + (s, + «,) s = 

bestellt. Interpretiere dies geometrisch. 

Aufg. 9. Gieb jetzt den Grnnd an, wa.rum in Aufg. 2 
(I 13) die beiden letzten Fälle gleiche Resultate lieferten. 

Aufg. 10. Bestimme (mit Eücksicht auf Aufg. 8) die 
Schnittpunkte des durch (^, ;|^, o) im^ (^^, ~^^> ^ 
bestimmten gröfaten Kreises mit den Koordinaten ebenen. (Vgl. 
Aufg. 7.) 

Aufg. 11. Leite die Gleichungen (6) direkt aus den 
Fimdamentalgleiehnngen (4) des § 13 ab durch die Bemerkung, 
dafa der Punkt P der Pol des durch P^ und den Pol von 
PjPj bestimmten gröfsten Kreises ist. Mau erhält also die 
in Rede stehenden Gleichungen (6), indem man in den Glei- 
chungen (4) des § 13 1^, 5)i, gj; §2, %, t^ resp. ersetzt durch: 
e g . vJi-v,Si £.Ji-£.g. k^hzJeiL. 

Aufg. 12. Durch zwei behebig im B,aume gegebene Punkte 
P^ und Pjj seien zwei Parallelen mit der Richtung (|, t}, t) 
gezogen. Gieb die Richtung aller der Geraden an, welche die 
beiden Parallelen rechtwinklig schneiden. (Benutze die Gerade 

§ 15. Bestimmung: des Abstaades eines Punktes von 
einer Ehene. 

Die Lage einer Ebene ist vollständig bestimmt, wenn man 
ihren Abstand OR^^S vom Anfangspunkte des Koordinaten- 
systems und dje Achseuwinkel a, ß, y dieses Abstandes kennt. 

Die als positiv vorausgesetzte Richtung von nach E 
bestimmt dann zugleich die positive N ormalen rieh tun g und 
damit auch die positive Seite der Ebene. 

Um nun den Abstand eines Punktes P mit den Koordi- 
naten X, y, g von der Ebene zu berechnen, projizieren wir 

Kudio, nimlj'l. Coomelrie il, Kaumes. 3 
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den za P gehörigen Radius Vektor OP auf den Halbstrahl OB. 
Die Projektion werde mit OP' bezeichnet. Dann stimmt P'R 
nach GTöfse nnd Richtung mit dem von P auf die Ebene ge- 
fällten Lote überein, welches wir mit d bezeichnen woUen. 
Es ist also: 

(1) d = P'R = 0-R — OF'. 

Demnach besitzt d das positive Vorzeichen, wenn P (und 
folglieh auch P") sieh auf der negativen Seite der Ebene be- 
findet und umgekehrt. Nach § 12 (Gl. 1) ist aber: 

OP' = X cos « + 2/ cos ß -\- s cos y 
und folglich: 

(2) (? = — (x cos a -[- ^ cos J3 + ? cos y — d). 

Diese wichtige Formel liefert also nicht nur die absolute 
Länge des Abstandes, sondern sie giebt auch zugleich ari, 
auf welcher Seite der Ebene der Punkt (ic, j/, d) liegt: 
Ist d positiv, so liegt P auf derselben Seite wie 0, ist d 
negativ, auf der entgegengesetzten. 

Die Punkte der Ebene aelbst, aber auch nur diese, sind 
durch (f = ausgezeichnet, Ist daher eine Ebene durch die 
Bestimmungsstacke a, ß, y, iS gegeben, so gilt der Satz: 

Die Gleichung ie cos k + y cos ^ -\- s cos y — 5=0 
findet allemal aber auch nur dann statt, wenn der 
Punkt (iC, y, s) ein Punkt der Ebene ist. 

Aufg. 1. Bestimme den Abstand des Punktes (2, — 5, 3) 
von der durch cos « = eos & = cos v ^ — = , 5 = 6 bestimmten 

yä 

Ebene. Auf welcher Seite der Ebene liegt der Punkt? 

Aufg. 2. Untersuche, ob die Punkte (1, 0, 5), (2, ~ 1, 4) 
(7, 2, 2), (3, ]/2, —2) auf der durch: 

cos K = ^ ^ cos r, cosj3 = — -_, iJ = - - 

bestimmten Ebene liegen. 

Aufg. 3. In welchen Punkten trifft die durch a, ß, y, d 
definierte Ebene die Achsen? 

Aufg. 4. Von einem Punkte kennt man :c = 5, ?/== — 3. 
Wie grofs ist sein s, wenn man weifs, dafs er auf der durch 
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v'2 ' * y.'io ' "5" 

definierten Ebene liegt? 

Aufg. 5. Beachte, dafs die üntersncliungen des Textes 
unverändert auch, für den Fall gelten, dafs tf = sei, d. h, 
dafs die Ebene durch gehe, wenn man nur durch cos k, 
cos/3j cosy die Richtung der positiven Normalen definiert hat. 

Aufg. 6. Bestimme die Abstände des Punktes (x, y, 0) 
von den drei Koordinatenebenen und rechtfertige die Vor- 
zeichen der Resultate. 

Aufg. 7. Untersuche die Lage der Ebenen, für welche 
von den drei Riehtungskosiuus cos cc, cos ß, cos y einer oder 
zwei gleich Null sind. 

Aufg. 8. In welcher Beziehung stehen die beiden durcli 
(cos a, cos ß, cos y, d) und ( — cos a, — cos ß, — co.s y, d") 
definierten Ebenen? 

Aufg. 9, Auf der Einheitskugel seien die beiden Punkte 
§11 I1J §1 '^"'i läi ^31 £a gegeben. Welche Beziehung besteht 
zwischen den lCoordina.ten x, y, s irgend eines Punktes der 
Ebene des durch Pj und Pg bestimmten gröfsten Kreises? 
(§ 13, Ol. 4). 

Aufg. 10. Zeige, dafs die Forme! (2) auch im schief- 
winkigen Koordinatensystem gilt. (§ 12, Aufg. 9.) 

§ 16. Den Inhalt eines Dreiecks aus den Koordinaten der 
Eciien au berechnen. 
Die positive Normalenrichtung der Ebene des Dreiecks 
^i^^T^ werde wieder durch die Richtung des vom Anfangs- 
punkte auf die Ebene gefällten Lotes bestimmt. Die Achsen- 
winkel desselben seien a, ß, y. Man projiziere das Dreieck 
P^PgPr^ auf die Koordinaten ebenen, deren positive Normalen- 
richtungen die positiven Achsen rieht ungeu sind (§ 7). Be- 
zeichnen wir mit J" den Flächeninhalt des gegebenen Dreiecks, 
mit J', J", J"' resp, denjenigen der Projektionen, so ist (§ 6) : 
(1) J' = J cos a, J" = J cos /3 , J'" = J cos y . 

■T, J", J'" aber lassen sich aus den Koordinaten von 1\; P^, P3 
berechnen, wie folgt (I, § 11): 
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i'^' = i 0/s% — ^3^2 + Vi^i - Vih + 'Ah ~ y^^i) 

(2) /" = ^ (^aiCa — xtg»^ -f- «33;, — «1% + s^x^ — Äg^i), 
1 J"'= ^ {a^Vi — x^Vi + 3:32/1 — iCij/a -|- a^iJ/ä ~ x^y^). 

Diese Formeln bestimmen für jede der drei Gcörsen 
J', J", 'J'" zugleich ein ganz bestimmtes Vorzeichen, welches 
positiv oder negativ ausfällt, je nachdem für einen <ier posi- 
tiven Seite der betreffenden Koordinaten ebene zugewandten 
Beobachter die iu derselben befindlichen Projektionen der 
Punltte P,, Pa, Pg im positiven oder im negativen Sinne auf 
einander folgen. 

Durch die Formeln fl) wird dann aber jetzt auch, da 
cos ff, cos ß, cos y eindeutig definiert sind, dem Flächeninhalte 
J ein bestimmtes Zeichen zugeschrieben, nämlich das positive 
oder das negative, je nachdem für einen der positiven Seite der 
Dreiecksebene zugewandten Beobachter die Punkte P^', P^, P3 
im positiven oder im negativen Sinne aufeinander folgen (§ 6). 

Durch Quadrieren und Addieren folgt aus den Glei- 
chungen (1): 

(3) Ja = J'ä + J"i -{- J"'3, d. h.: 

Das Quadrat des Originals ist gleich der Summe 
der Quadrate seiner Projektionen. 

Durch Ausziehen der Quadratwurzel ergeben sich für J 
zwei entgegengesetzt gleiche Werte, entsprechend den beiden 
Möglichkeiten, die positive Normalenrichtuug der Ebene des 
Dreiecks zu wählen. Sobald man sich aber, wie dies oben 
geschehen ist, ftlr eine der beiden einander entgegengesetzten 
Richtungen, d.h. für die Vorzeichen von cosa, cos ^, cos y 
entschieden hat, wird durch die Gleichungen (1) auch das 
Vorzeichen von J eindeutig definiert*). 

Multipliziert man die Gleichungen (1) resp. mit cos «, 
cos ß, cos y und addiert, so erhält man: 

(4) J ^^ J' cos « + J" cos ß -\- J'" cos y , d. h.; 



*) VVie man dieses Vorzeichen und damit aucli die Zeichen von 
cos a, cos ß, cosy aus den Koordinaten Ton F^, ^^,7^ bestimmen 
kano, wird im folgenden Paragraphen angegeben werdea. 
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Projiziert man die drei Projektionen a«f die Ori- 
ginal ebene, so ist die Summe dieser Projektionen 
wieder gleich dem Original, 

Dieser Satz hat natürlich nur dann eine Bedeutung, wenn, 
wie das geschehen iat, das Vorzeichen eines jeden Flächen- 
inhaltes sorgfältig mit berücksichtigt wird. 

Aufg.l. Die drei Punkte (1,6,1), (0,-1,-1), (2,3,1) 
befinden sich in einer Ebene, deren positive Normalenrichtung 

durch (-:t=, — ;=, :=! definiert ist. Bestimme den Fläehen- 

\)/35 1/36 ]/36/ 

inhalt J und gieb an, ob von aus gesehen die drei Punkte 
in der bezeichneten Reihenfolge im positiven oder im nega- 
tiven Sinne aufeinander folgen.- 

Aufg. 2. Bestimme die positive Normalenrichtung der 
durch die Punkte (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) definierten Ebene 
und bestimme nach Gröfse und Vorzeichen das durch dieselben 
bestimmte Dreieck. 

Aufg. 3. Zeige, dafs die Gleichungen (1), (3), (4) un- 
verändert bestehen bleiben, wenn J, J', J", J'" den Flächen- 
inhalt eines beliebigen ebenen Polygons und seiner Projektionen 
bedeuten. Welche Gleichungen treten an die Stelle der Glei- 
chungen (2)? (I, § 13). 

Aufg. 4. Beachte die Analogie zwischen den Gleichungen 
(3) und (4) einerseits und den Relationen »^ = a;^ -J- j/^ -j' ^} 
r = a; cos a + )/ cos (5 -|- s cos y andrerseits (§ 9). 

Aufg. 5. Auf der Einheitskugel seien zwei Punkte 
(Sil ^1! ^i)f (^2j %! fe) gegeben. Verbinde sie mit zu einem 
Dreieck. Berechne den Inhalt desselben einmal aus dem Winkel <p 
bei und den beiden anliegenden Seiten, das andere Mal aus 
Gl. (3) des Textes mittelst der Projektionen. Leite auf diese 
Weise die Formel für sin 91 (§ 13) ab. 

§ 17. Das Volumen eiaea Tetraeders aws den Koordinaten 

seiner Ecken zu berechnen. 

Wir betrachten P als die Spitze und das von P^, Pj, P3 

gebildete Dreieck als die Basis des Tetraeders. Bezeichnet 

man den Inhalt des Dreiecks mit J, die Höhe des Tetraeders, 
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(.!. h. das von der Spitze auf die Basis gefällte Lot mit d nud 
das Volumen des Tetraeders mit V, so ist, absolut genommen, 
V=\Jd. Da wir aber J und d stets durch analytische 
Ausdrücke darstellen , die neben einem absoluten Werte 
auch ein bestimmtes Vorzeicben besitzen, und da wir uns 
davon überzeugt haben, dafs die sorgfältige Berücksichtigung 
dieser Vorzeichen unsere Formeln insofern inhaltsreicher macht, 
als wir dadurch zugleich Aufschlufs erhalten über die gegen- 
seitige Lage der betreffenden räumlichen Elemente, so werden 
wir dazu geführt, auch dem Volumen des Tetraeders 
ein bestimmtes Vorzeichen zuzusprechen. Zu diesem 
Zwecke treffe man (im Anschlüsse an Mobius) folgende Fest- 
setzung. Man entscheide sich für eine bestimmte Rerbenfolge 
der Ecken, etwa für die bereits gewählte Anordnung FF-^F^F^. 
In dieser Reihenfolge soll die durch den ersten Buchstaben P 
charakterisierte Ecke als die Spitze und das durch F^F^F^ 
bestimmte Dreieck als die Basis des Tetraeders bezeichnet 
werden. Man denke sich nun einen Beobachter auf derjenigen 
Seite der Basisebene, welche der Spitze abgewandt ist. Je 
nachdem für einen solchen Beobachter die Basisp unkte F^,Fi,F^ 
(in dieser Eeihenfolge) im positiven oder im negativen 
Sinne aufeinander folgen, soll dann das Volumen des Tetraeders 
als ein positives oder negatives definiert werden. Von der 
Spitze aus gesehen erscheint dann natürlich dieselbe Reihen- 
folge der Basispunkte bei einem positiven Tetraeder negativ 
und umgekehrt. 

Um nun, von dieser Pestsetzung ausgehend, zu einer ana- 
lytischen Darstellung für V zu gelangen, denken wir uns (wie 
in § 16) die Basisebene wieder durch «, ß, y, d charakterisiert. 
Man erkennt dann, dafs Kpositiv oder negativ zu nehmen 
ist, jenachdem tT und ä gleiche oder entgegengesetzte 
Vorzeichen haben. Ist beispielsweise J positiv, so mufs F 
auf der negativen Seite der Basisebene liegen, also ein posi- 
tives Lot d ergeben, damit, der obigen Festsetzung entsprechend, 
das Tetraeder FFjF^F^ positiv ausfalle. "Wir erhalten also 
das Resultat, dafs das Volumen V nach Gröfse und Vor- 
zeichen durch die Formel definiert wird: 
(1) F-l-Ä. 
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Da aber d= — {x co'6 a -^ y cos ß -\- s eos y — Ö) und 
aufserdem /cos k = J', J cos ß ^ J" , J'cos y ^= J'" ist, 
so folgt: 

(2) 3 F<= — {J'<ß + ry + J""'s — Jb), 

wo J"', J"", J"'" die in § 16 (Gl. 2) gegebenen Werte besitzen. 
Um noch S zu berechnen, bedenken wir, dafs beispiels- 
weise P, ein Pnükt der Basisebene ist, dal'a also die Gleichnng 
stattfindet (§ 15): 

x^ cos ß + l/i cos ^ -\- Sy cos y — d = 0. 
Daher ist: 

JS = «j J'cos OL -\- fijJ cos ß + £, Jcos y, 
oder: 

Siitat man für J', J", J"' die bekannten Ausdrücke ein, 
so erhält man nach leichter Reduktion: 

(3) 2/^=3:1(1/2% — y8^s) + ?/i(%% — %^s) + ^i{a^?/3—%!'iä)- 
Zu demselben Ausdrucke wäre mau auch gelangt, wenn 

man statt P, den Punkt P^ oder Pg zur Berechnung von 8 
benutzt hätte. 

Bezeichnet man das Volumen des Tetraeders, welches der 
Anfangspunkt (als Spitze) mit der Basis P^P^Pg bildet, 
mit V^, so ist nach Gleichung (1): 

wie man auch aus Gleichung (2) für a: ^ y ^ s = erhalt. 
Es ist demnach: 

(4) 3 F = — {J'x + J"y + J"'s - ä F„), 
wo Fq sich aus der Formel ergiebt: 

(5) Q7o=x,{y^03-y^^^)-{'y^is^x^—0iX^)-\-s^(x^yi-~x^y;}*) 
Wir setzen jetzt zur Abkürzung 2X=—A., 2J"=^ — P, 

2J"'= — C, 6Fo=i> und erhülten: 

(6) 6F= Ax-\-By + CV + B 

*) Da S positiv ist, 80 stimmt das Voizeichen von F^ mit dem- 
jenigen von J übereia, die recMe Seitü der GleiLhunir (4) giebt daher 
zugleich da^ Vorzeichen des Dreiecks TiF__F^ .111 V^l § 16 Anm. 
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als das soehsl'aclie Volunißn den Tetraeders ausgedrückt 
durch die Koordinaten aeiner Ecken. 

Nacb den obigen Festsetzungen können wir aber diesen 
Ausdruck nicht nur zur Bezeichnung des absoluten Wertes 
von V, sondern zugleich auch zur Angabe der Lage der 
Spitze {x, y, 0) in Bezug auf die Basisebene benutzen. 
Die letztere zerlegt den ganzen Eaum in zwei Teile, die wir 
jetzt in folgender Weise von einander unterscheiden können. 
Alle Punkte P der einen Seite sind dadurch ausgezeichnet, 
dafs von ihnen aus gesehen das Dreieck P^P^F^ als ein ne- 
gatives, alle Punkte der anderen Seite der Ebene dagegen 
dadurch, dafs von ihnen aus gesehen das Dreieck P^P^^a ^^^ 
ein positives erscheint. Der Ausdruck Ax-\-Sy-{-C0-^D 
wird daher für alle Punkte (x, y, s) der ersten Seite 
positiv, für alle Punkte {x, y, s) der zweiten Seite 
negativ ausfallen. Die Punkte (x, y, 0) der Ebene selbst, 
aber auch nur diese*), sind durch V^O ausgezeichnet. Ist 
daher eine Ebene durch drei Punkte P^, Pg, P^ definiert, so 
gilt der Satz: 

Die Gleichung Aic + By -\- Ci^ -\- D == ist aliemai 
aber auch nur dann erfüllt, wenn {x, y, z\ ein Punkt 
der Ebene ist. 

Aufg. 1. Man bestimme das Volumen des Tetraeders, 
welches den Anfangspunkt mit (2, 5,-1), (—3, 2, 4), (2, 5, 3) 
bildet, und diskutiere das Vorzeichen. 

Aufg. 2. Man bestimme das Volumen des Tetraeders 
(1,2,3), (1,-2,5), (—4,-3,7), (2,2,-5) und gebe die 
Lage der Spitze zur Basisebene an. 

Aufg. 3. Geht die durch (2, 1, 2), (—3, 2, 4), (—1, -5, 3) 
bestimmte Ebene durch den Anfangspunkt, oder durch den 
Punkt (4, 5, — 1)? 

Aufg. 4. Da 4 Elemente 24 Permutationen zulassen, 
so geben 4 Punkte P, P^, Pg, P^ zu 24 Tetraedern Ver- 
anlassung, deren Volumina sich nur durch die Vorzeichen, 
nicht aber durch die absoluten Werte unterscheiden. Zeige, 



*} Es ist natürlich hier, wie auch im YOrh ergehenden Paragraphen, 
vorauege setzt, dafs die Punkte Pj , Pj , P^ '^i'^ht in einer Geraden liegen. 
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ilal's die Forme! (ß) sich durch eiiiu Paiirvertausdiuug (z. B, 
von Pj mit Pg, oder von P mit Pg) in ihrem Voraeiclien 
ändert, aodafs es im Ganzen 12 positive und 12 negative 
Tetraeder geben wird. Suche diese auf und prüfe die Vor- 
zeichen der verschiedenen Gruppierungen an einem Modell. 

Äufg. 5, In Formel (6) stellt nicht nur D, sondern auch 
Äx, By , Cs je das sechsfache Volumen eines gewissen Te- 
traeders dar. Gieb diese Tetraeder an und zeige, dafs sich V 
als die algebraische Summe von vier Tetraedern darstellt. 
Formuliere dies zu einem Satee. 

Aufg. 6. Setze in Formel (6) die Werte von A, B, G, B 
ein, auehe aus Ax -\- By + Gn durch veränderte Gruppierung 
drei dem Ausdrucke B analog gebaute Ausdrücke herzustellen, 
gieb durch Vergleichung mit B die geometrische Bedeutung 
derselben an und stelle so das gegebene Tetraeder als eine 
algebraische Summe von vier Tetraedern dar, deren gemein- 
same Spitze ist und deren Grundflächen die vier Tetraeder- 
flächen sind (I, § 11). 

Äufg. 7. In welchen Punkten trifft die Ebene B^P^Pä 
die Achsen? 

Äufg. 8. Die positive Normalenrichtung der Ebene des 
durch die Punkte (I, 5, 2), (3, —2, 4), (- 2, 1, - 5) be- 
stimmten Dreiecks sei nach § 16 fixiert. Gieb mit Hülfe von 
Formel (5) des Testes (vgl. die Anmerkung) das Vorzeichen 
von J an. Bestimme auch cos a, cos ß, cos y nach Gröfse 
und Vorzeichen, 

Aufg. 9. Man leite ans dem Tetraeder OP^P^F^, dessen 
Volumen durch Gleichung (5) dargestellt wird, dadurch ein 
neues Tetraeder OF^'Ps'F/ ab, dafs man die beiden ersten 
Koordinaten der Punkte Pj, Pj, Pg unverändert läfst, die 
dritte, nämlich 0, dagegen jedesmal in demselben Verhältnis 
a : h verkürzt. Die Koordinaten von P/ (* = 1, 2, 3) sind als- 
dann Xi, !//, — Zi- Wendet man dann aber auf das neue Te- 
traeder die Formel (5) an, so tritt der Faktor - vor die 
Klammer und man findet, dafs das Volumen des alten Te- 
traeders sich zu dem des neuen verhält wie ö;6. 

Äufg. 10. Ist ein beliebiges Polyeder gegeben, so kann 
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man diisselbe leicht in eine Summe i'on Tetraedern autlÖsen, 
dadurch dafs man die das Polyeder begrenzenden Polygooe 
aus Dreie eisen zusammengesetzt denkt und die Ecken der 
letzteren mit dem Anfangspunkte des zu Grunde gelegten 
Koordinatensystems verbindet. Leitet man dann in gleicher 
Weise wie in Aufgabe 9 aus dem alten Polyeder ein neues 
ab, so ergiebt sich, dafs das Volumen des alten Polyeders sich 
zu dem des neuen verhält wie a : h. 

Aufg. 11. Da jede geschlossene Fläche aufgefafst werden 
kann als die Grenze, welcher sich ein eingeschriebenes Po- 
lyeder dadurch nähert, dafs man die Anzahl der Polyederseiten 
Über alle Grenzen wachsen läfst, so gilt auch der Satz: Wenn 
man aus einer geschlossenen, auf ein Koordinatensystem be- 
zogenen Fläche dadurch eine andere ableitet, dafs man bei 
uugeändert gelassenen x und y die Koordinate 2 eines jeden 
Punktes der Fläche in dem konstanten Verhältnis a : h ver- 
kürzt, so verhält sich das Volumen des alten Körpers zu dem 
des neuen wie a: b. Wir machen davon später wichtige An- 
wendungen. 

Aufg. 12. Drei durch die Eichtungskosinua Ij, ij^, ^^; 
isi Vk ^j Isj %! ^s definiertü Richtungen seien auf der Ein- 
heitskugel durch die Punkte Pj, P^, P^ abgebildet. Bestimme 
das Volumen des Tetraeders OP^P^Pg und leite für den Fall, 
dafs die drei Richtungen einer und derselben Ebene parallel 
sind, das in § 14 (Gl. 5) entwickelte Kriterium ab. 

§ 18, Weitere Formeln für das Volumen des Tetraeders. Der 
Sinussatz der dreiseitigen körperlichen Ecke und des sphärischen 
Dreiecks. Das Polardreieek. 
Man beaeichue in dem Tetraeder PFj^P^P^ die absoluten 
Längen der drei in der Spitze P zusammenlaufenden Kanten 
PPi, PP^; -P-P3 resp. mit r^, r^, r^. Die von ihnen ein- 
geschlossenen Winkel P^P-Ps = «i, PiPPi = %, -P1-P-P2 = «3 
sollen die Seiten und die von diesen Seiten eingeschlossenen 
inneren Flächenwinkel a^, «g, a^ kurz die Winkel der durch 
*"it''äi**3 bestimmten dreiseitigen körperlichen Ecke ge- 
nannt werden. Bezeichnet man mit V vorläufig das absolut 
genommene Volumen des Tetraeders, mit J, den absoluten 
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Fläclieümhalt des Dreiecks PPiFi und mit hj die gleiclifalls 
absolut genommene zugehörige Höhe, so folgt zunächst: 

(1) SV = J,h,. ^.^^ 
Es ist aber (siehe Fig. 8): 

(2) 2J, = r,r, sin a, 
und: 

(3) Äa=-fsft ^iii ßi = /'3siuc%sinß^, 
folglich : 

(4) 6F= r^r^r^ sin «^ sin % sin %. 
In gleicher Weise erhält man natür- 
lich auch: 

(5) 67^ ^if^r^ siu k^ sin ß^ sin (tj, 

(6) 6V = rjrgf'g sin tfg sin a^ sin fl^ ■ 

Aus diesen drei Gleichungen ergiebt sich sofort: 

(7) sin «j : sin k^ : sin Wj = sin dj : sin a^ : sin «;(, d. h.: 

In jeder dreiseitigen körperlichen Eelte verhalten 
sich die sinus der Winkel wie die siuus der gegen- 
überliegenden Seiten. 

Um nun aber auch der im vorhergehenden Paragraphen 
getroffenen Festsetzung Über das Vorzeichen des Tetraeders 
gerecht zu werden, verfahren wir so: Unter der Voraussetzung, 
dafs wir die von P ausgehenden Strecken PP^ = /^^ , PP^ = r^ , 
PP^ = r^ wie bisher als positiv ansehen, errichten wir in P 
auf den Ebenen der drei Dreiecke P^PP^, P^PP,, P^PPi, 
als positive Normalenriehtungeu derselben, die Senkrechten 
PPi, PPi) PPi jedesmal nach der Seite hiu, von der aus 
das entsprechende Dreieck als ein positives erscheint. Man 
erkennt dann sofort, dafs wenn das Tetraeder nach der früher 
getroffenen Festsetzung ein positives ist, jede Senkrechte 
PPi (i = 1, 2, 3) und dei entsprechende Punkt Pj sich auf 
derselben Seite des zugehoiigen Dreiecks befinden, dafs sie 
dagegen jedesmal durch die zugehörige Dreiecksfläche ge- 
trennt werden für den Fall ones negativen Tetraeders. Im 
ersten Falle sind daher die Winkel PjPP/ = 6, ,Ps,PP,' = J^,, 
P^FP^' -="% spitze Winkel, im zweiten stumpfe. Bezeich- 
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net man mit cpi den spitzen Winkel, der die Kante FFi mit 
ihrer Projektion auf die gegenüberliegende Dreiecksfläche bildet, 
so ist demnach (pi = 90" — ii oder = h^ — 90", jenachdem 
das Tetraeder ein positives oder ein negatives ist. Da aber 
a. B. Äj = »-j sin 9D3 und sin^g^cosög im ersten Falle, da- 
gegen = — cos 63 im zweiten Falle ist, so folgt aus den 
Gleichungen (1) und (2), dafs in beiden Fällen nach 
Gröfse und Vorzeichen das Tetraedervolunien dar- 
gestellt wird durch: 

(8) 6 y = r^ r^r^ sin a^ cos h^ . 
Natürlich gilt ebenso: 

(9) G F = r^r^r^ sia % cos h^ , 

(10) 6F= r^r^r^ sin a^ cos &, .*) 

Wir nehmen nun an, die Spitze P des Tetraeders falle 
mit dem Koordinatenanfangspunkte zusammen und es sei 
fj = i-g = j-g = 1. Dann liegen I\, Pg, P^ auf der Einheits- 
kugel und bestimmen auf dieser durch die gröfsten Kreise 
P^P^, P.P^, P^P^ ein sphärisches Dreieck. Die Seiten 
«i, Og, «3 und Winkel a^, a^, «j der körperlichen Ecke sollen 
auch die Seiten und Winkel des sphärischen Dreiecks 
heifsen. Dann überträgt sich der in Gleichung (7) enthaltene 
Sinussatz der dreiseitigen körperlichen Ecke ohne weiteres 
auch auf das sphärische Dreieck. 

Ferner soll das sphärische Dreieck FiP^P^ als ein posi- 
tives oder ein negatives bezeichnet werden, jenachdem das 
Volumen V des Tetraeders OP^P^P^ positiv oder negativ ist, 
d. h. je nachdem fiir einen aufserhalb der Einheitskugel befind- 
lichen Beobachter die Punkte P, , P^, Pg im pcfsitiven oder 
negativen Sinne aufeinander folgen. 

Wählt man auch 0P{ =■ OP^ ■= OP.; = 1, so sind die 
Punkte Pj', Pj', Pg' der Einheitskugel die Pole der gröfsten 
Kreise P^P^, P3P1, -Pi-Pa! das von ihnen gebildete sphärische 



*) Man bezeichaet aucli (nach Staudt) den Faktor: 



ils den Sinus der kSrperliclieii Ecke und sclireibt dafür sin(ri 
äodafs 67 = fiJ-sra sin (f^r^r^) ist. 
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Dreieck heifat dem entsprechend das Polardreieck des ge- 
gebenen (§ 13). Seine Seiten a/, «/, «/ measeo die Winke?, 
welche die Ebenen der drei Kreise P^T^, P^P^, P^P^ äiach 
der in § 3 getroffenen Festsetzung miteinander einschliefsen, 
und sind resp. gleich 180° — .«;, 180"— a^, 180"— «^ (man 
fertige eine Zeichnung oder ein Modell an). Es ist also: 

(11) sinöj'=sin%, sin «g' = sin «^ , sin a^' = sin «j . 
Nun zeigt die Anschauung (der analytische Beweis hierfür 
ist in Aufg. 1 angedeutet), dafs das in der gegebenen Weise 
definierte Pol ardr ei eck eines sphärischen Dreiecks stets positiv 
ist. Konstruiert man daher zu dem Dreieck P^'P^'P^' nach 
dem oben angegebenen Verfahren wiederum das Polardreieek 
P/'P/'P^", so wird dieses mit dem ursprünglichen Dreieck 
PjPjPg zusammenfallen, wenn dasselbe ein positives war, im 
andern Falle dagegen mit demjenigen Dreieck, welches dem 
(negativen) Dreiecke PiP^P^ diametral entgegengesetzt und 
daher selbst mit dem positiven Zeichen behaftet ist. 

Es sind demnach die Winkel: 

p;oPi" = &/, Piop^'^i;, p.;op^' = h; 

stets spitze Winkel und folglich: 

j i; = \ , Ss' = f-a , ^s' = h 

(12) oder: 

16/= 180"" ^, 6;=180''— &a, V^ISO"— 63, 
je nachdem das Dreieck P-^P^P^ ein positives oder ein nega- 
tives ist. Wir erhalten daher jetzt mit Rücksicht auf (11), 
(10), (9), (8) nach Gröfse und Vorzeichen für die Volumina 
Fund T der beiden Tetraeder OPiP^P^ und OP^'P^P^ 
die Formeln: 

(13) 6 F = sin ([j cos h^ = ain % cos \ = sin a^ cos \ , 

(14) 6F' = sin «i cos 6/= sin % cos V= ^ii "3 <^os h^ . 
Daraus aber folgt: 

Das Verhältnis J^ = £^ = St? ^^^ S'^'''^' ^^'^ 
(absolut genommenen) Verhältnis der Volumina der 
beiden Tetraeder, welche zu dem sphärischen Dreieck 
PjP^Pb und seinem Polardreieek gehören. 
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Aufg. 1. Bezeichnet man die Koordinaten der Ecken 
Pj (i = 1, 2, 3) des sphärischen Dreiecks mit |;, tjj, §,-, so er- 
hält man die Koordinaten 1/, tj;', §/ der Pole i*/ nach § 13. 
Man berechne nun direkt das Volumen V nach Formel (5) 
des § 17 aus den Koordinaten der Ecken P/ und berück- 
sichtige ^i^i' -\- 7]itii' -\- gi^/ = cos ii . Man findet daon: 
■p-, -p- coa h, 67^ 

woraus sich ergiebt, dafs V und daher auch das Polardreieek 
stets positiv ist. 

Aufg. 2. Wende die Formeln (4) des g 13, durch welche 
man aus den Koordinaten der Ecken des gegebenen Dreiecks 
FiP^P^ diejenigen der Ecken des Polardreiecks P^'F^P^' er- 
hält, dazu an, um in gleicher Weise die Koordinaten der 
Ecken des Polardreiecks P^"P^"P^" des Dreiecks P^'P^'P^' 
zu berechnen. Man wird finden |;" = ;t^i, '!i"^(*'?<) ü'^f-iif 

wenn jt zur Abkürzung für -. ^ -. — - gesetzt wird. Es 

ist daher ft = + Ij je nachdem V positiv oder negativ ist. 
Daraus folgt aber der Satz, den wir auch direkt aus der An- 
schauung entnommen haben, dafs nämlich das Polardreieck 
des Polardreieeks das ursprünglich gegebene Dreieck oder das 
diametral entgegengesetzte ist, je nachdem eben das gegebene 
Dreieck ein positives oder ein negatives ist. 

Aufg. 3. Man bestimme in dem sphärischen Dreieck 
PiP^Pg denjenigen Punkt M, für welchen die Bögen: 

MP, = MP^ = MPs 
sind. Es ist der sphärische Mittelpunkt des (nicht gröfsten) 
Kreises, der durch P^, Pg, Pg hindurchgeht. Man findet fiir 
seine Koordinaten | = -^, jj = -^, §=^, wenn J, J', 
J'\ J"' den Flächeninhalt des ebenen Dreiecks P^P^-^s ^^'^ 
seiner Projektionen sind. Man gelaugt auch zu diesen Koor- 
dinaten durch eine einfache geometrische Überlegung. In 
weicher Beziehung steht die Richtung (|, ij, ^ zu der Ebene 
des Dreiecks P^P^P^'i 

Aufg. 4. Man bestimme mit Hülfe des Polardreiecks die 
Koordinaten des Punktes N, der von den Seiten des sphäri- 
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sehen Dreieeks gleiche sphärische Abstände hat. Ib welcher 
Bezieliung steht diese Aufgabe zu Aufg. 3? 

Aufg. 5. Leite aus ■ . ■ ^ —. — - die Formel ab: 



§ 19. Fortsetzung. Der Koslnussatz der s 
Trigonometrie. 

Auf der Eiuhcitskugel sei wieder das sphärische Dreieck 
PjP^^s ^it 'Jö'i Seiten a^, a^, a^ and den Winkeln «,, a^, Kj 
gegeben. Man suche auf dem gröfsten Kreise P, P^ denjenigen 
ganz bestimmten Punkt Q, welcher von P„ in der Richtung 
nach P^ hin, um 90" absteht und ebenso auf dem gröfsten 
Kreise P,Pg denjenigen ganz bestimmten Punkt Q', welcher 
von Pj, in der Richtung nach Pg hin, um 90" abstellt. Dann 
wird der Winkel k, durch den Bogen QQ' gemessen und es 
ist, wenn die Koordinaten von Q und Q' resp. mit A, ft, v 
und A', (i, v bezeichnet werden: 

cos «[ = XA' + /tji' + vv . 
Nach § 14 (Gl. 6) ist nun: 



Jl = S 



_ Ja - 1, c 



Daraus folgt aber: 

cos K, = -• r— ' — :' 

oder: 

(1) cos «j = cos «3 cos a^ + sin o^ sin % cos «^ . 

Dies ist der Kosiuussatz der sphärischen Trigonometrie. 
Wendet man diesen Kosinussaiz auf das Polardreieck des 
gegebenen Dreiecks an und bezeichnet mit a^' , ra/, <%'; 
«i'i «a'f ^a <^'6 Seiten und Winkel dieses Polardreiecks, so er- 
hält man wegen: 
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(«/= 180«—«,, ö/=180"— «5, »;= 180"— «3, 
tt/ = 180" — «1 , «ä' = 180" — «3 , < = 180" — «j 
die Grleicbung: 
(2) coa «i = — cos «2 cos «3 + sin % ain «^ cos «i . 

Während Gleichung (1) vorzugsweise dazu benutzt wird, 
um aus den drei gegebenen Seiten die Winkel des sphärischen 
Dreiecks zu berechnen, dient Gleichung (2) zur Eerecbnnng 
der Seiten aus den drei gegebenen Winkeln. 

Aufg. 1. Schreibe Gleichung (1) in der Form: 



bilde 1 + cos cc^ und 1 — cos a^ und leite mit Benutaung ei 
facher goniome tri scher Formeln die für die lo gar Jth mische I 
rechnung bequemen Gleichungen ab: 



und namentlich: 

insofern s = — -^ — '' ist. 

Äufg. 2. Leite die entsprechenden Formeln aus (2) ab, 
namentlich : 



1 = 1/^ 



.,)cos(a-«,)' 



g 20. Fortsetzung. Das rechtwinklige sphärische Dreieck. 
Auf der Einheitskugel sei ein rechtwinkliges sphärisches 
Dreieck ÄJBÜ mit den Seiten a, b, c und den Winkeln 
tt = 90", ß, y gegeben. Dann hatten wir schon früher ge- 
funden (§ 12, Aufg. 7): 

(1) cos a ^ cos 6 cos c . 

Aus dem Sinussatze folgen weiter die Relationen: 

(2) sin j3 = -. — , sin y = ~t— ■ 

Aus dem Kosinussatze, wie er sich in Gleichung (2) des § 19 
ausspricht, erhält man für a, = a, ß, y dec Reihe nach: 
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(3) cos a = ctg ß ctg y 
und: 

(4) eoa ß = cos 6 sin y , cos y = cos e sin ß. 
Ersetzt man in (4) cos 6 , cosc, siiij3, sin j- durch die aus 
(1) und (2) hierfür sich ergebenden Werte, so folgt; 

(o) cos 3 = 1^—, cosv = ii^- 

^ •' ^ tg « ' -^ tg o 

Aufg. 1. Beachte die Analogie, welche namentlich zwischen 
den Gleichungen (1), (2) und (5) und den entsprechenden 
G-leichungeo des ebenen Dreiecks besteht. 

Äufg. 2. Von dem rechten Winkel ß abgesehen, hat das 
sphärische Dreieck noch fünf Bestandteile: «, l>, c, ß, y. Von 
diesen bezeichne man irgend einen mit (i. In dem Dreiecke 
liegen dann dem fi zwei Bestandteile a und «' an und zwei 
Bestandteile v und v' nicht an. Zeige, dafs die abgeleiteten 
Gleichungen für das rechtwinklige sphärische Dreieck alle in 
den beiden Gleichungen: 

cos ^ ^ ctg a . ctg d , 
cos jt = sin V . sin v 
enthalten sind, insofern man in diesen Gleichungen jedesmal, 
wenn eine Kathete vorkommt, die Ergänzung derselben zu 
90** substituiert. Suche aus diesen zwei Gleichungen, den 
Napier'schen Regeln, noch weitere Formeln für das recht- 
winklige Dreieck abzuleiten. 

§ 21. Polarkoordinaten. 
Bezeichnet man die rechtwinkligen Koordinaten irgend 
eines Punktes P mit x, y, s, seinen Radius Vektor mit r und 
die zugehörigen Richtung skosinus mit |, ij, £, so ist: 

(1) x = r^, y = rij, i3 = ri. 

Wir deuteten §, t], ^ als die Koordinaten eines Punktes R der 
Bin heitsk 11 gel, welcher als Repräsentant der Richtung (|,ij,£) 
galt. Zwischen |, tj, £ besteht nun die Relation: 

(2) i' + ,,'+f-i, 

welche darauf hinweist, dafs diese GrÖfsen nur für zwei von 
einander unabhängige gelten, um dies in Evidenz zu setzen, 

Hudiü, Miialjt, Geometrie d. EüumBS. 4 
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11 der matliemati sehen 
Punktea auf der Erd- 
Wir stellen uns etwa 




von li — mit der . 



wenden wir auf die Eiiiheitskugel die 
Geographie für die Bestimmung eines 
Oberfläche Üblichen Bezeiehnungen an. 
vor, die ^-Achse sei die Erdachse, 
die 3;)/-Ebene die Äquatorebone. Die 
Projektion des Radius OH = 1 auf 
die a:j/-Ebene sei OJVund bilde einer- 
seits mit OR den Winkel (p, andrer- 
seits mit der positiven a^-Achse den 
Winkel i>. Der Winkel ip wird dann 
die geographische Breite, der 
Winkel ij) die geographische 
Länge des Punktes iJ genannt. Es 
ist Tp zugleich der Winkel, welchen 
die Ebene OBN ~ der Meridian 
Ebene, d. h. einem festen Meridiane, einschliefst. Die Koordi- 
naten I, ij, i von li lassen sieh dann, wegen OiV"= cos gj, wie 
folgt durch <p und '^ ausdrücken: 

!| ^ cos q> cos i/t , 
jj = cos ^ sin ifi, 
t, ^ sin fp . 
Der Winkel <p ist immer von der a;?/-Ebene aus nach der 
positiven oder der negativen s-Ächse hin zu messen und nimmt 
also die Werte von — 90" bis + 90" an. Der Winkel i^ ist 
von der positiven «-Achse aus im positiven Drehuugssinue 
zu messen und nimmt die Werte an von 0" bis 360". Aus 
(3) und (4) erhält man jetzt die rechtwinkligen Koordinaten 
des Punktes P ausgedrückt durch seine Polarkoordinaten 
r, q>, ^, nämlich: 

IX = T COS ip COS ^, 
1/ = r cos <p sin ip , 
s = r sin Qf. 
Aufg. 1. Zeige aus den Gleichungen (3), dafs für alle 
tp und tp die Kelation S^ + »J^ -J- £^ = 1 erfüllt ist. 

Aufg. 2. Wo liegen alle Punkte der Einheitskugel mit 
demselben goV oder mit demselben ipf 

Aufg. 3. Zeige, dafs die Gleichung | = cos qi cos ^j nichts 
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anderes ist als die im vorliergehenilen Paragraphen erwähnte 
Gleichung cos a = cos h cos c der sphärischen Trigonometrie. 
Au fg. 4. Auf der Eiuheitskugel sei ein beliebiges sphä- 
risches Dreieck P^^P^Pg gegeben. F^ möge der Schnitt der 
Einheitskugel mit der positiven s-Achse sein. Nennt man 
die Polarkoordinaten von Pg und Pg resp. gjg, ^g und g>g, ^^g^ 
so sind 90" — (p2, 90" — <p^ resp. die Dreieckseiten «j, a^. 
Berechnet man jetzt cos a, in bekannter Weise aus den Ko- 
ordinaten von Pg und Pg, wie sie sich aus (3) darstelleOj so 
erhält man ganz direkt ohne alle ßechnung den Kosinussatz 
der sphärischen Trigonometrie. 

§ 22. Übergang von einem Koordinatensystem zu einem andern 
mit demselben Anfangspunkte. 
Durch den Anfangspunkt eines Koordinatensystems seien 
drei paarweise auf einander senkrecht stehende Geraden ge- 
zogen, die wir als Achsen eines neuen Koordinatensystems 
betrachten wollen. Die Achsenwinkel, welche die positive 
Richtung der neuen a:'-Achse mit den alten Achsen x, y, Z 
bilden, mögen «^, ß^, y^ heifsen, die zugehörigen itichtungs- 
kosinus seien 1,, »j,, ti] der neuen iZ-Achse mögen die Win- 
kel «21 ß^i Vi ^^^ ^^^ Richtungstosinus Ij, %, gg der neuen 
s'-Achse die Winkel %, ^j, y^ und die Richtungskosinus I3, %,§3 
entsprechen. Die alten Koordinaten eines beliebigen Punktes 
P seien ^,y,s, die neuen x',y',d. Jede neue Koordinate von 
P ist dann gleich der Projektion von OP auf die betreffende 
neue Achse, d. h. es ist (§ 12, Gl. 1): 

(1) W = %%^ + n%y -^ ^2^, 

U = Iga; 4- %;/ + ^^s. 
Es ist aber auch, da die beiden Koordinatensysteme voll- 
ständig gleichberechtigt sind und Ol? beiden Systemen an- 
gehört, jede alte Koordinate von P gleich der Projektion von 
OF auf die betreffende alte Achse, daher: 

(2) \v — V + ri,ti' + ri,i! , 
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Das System (2) ist die Auflösung des Systemes (1). Zwischen 
den neuen Richtungskosimis bestehen, weil beide Systeme recht- 
winklig sind, die Relationen: 

fi,' + i,'+s,'-i, i.'+y+y-i, 

(3) y + v+&'-i, »»J: il' + v + i.'-i. 

\v + n,' + t,'-h &'+&'+ &■-!• 

Ferner: 

(4)h3li+'J3^.+ £=£i = 0, und; £,li + £^1.+ £3^3= 0, 

Uj2-i-'!.%+&Sa=0, il%+ ^=%+ ^3^3 = 0. 

Aufg. 1. Zeige, dafs die Gleichungen (1) und (2) bereits 
in § 15 (Gl. 2) vollständig gegeben sind, wenn man d = setzt 
und die Vorzeichen richtig deutet. Siehe dort namentlich auch 
Aufg. 6. 

Aufg. 2. Was wird aus uusern T ran sformationsfor mein, 
wenn die /-Achse mit der s-Achse zusammenfällt, ao dafs 
nur eine Drehung um den Winkel qo um die s -Achse erfolgt? 

Aufg. 3. Löse die Gleichungen (1) nach x,y,0 auf und 
gieb die geometrische Bedeutung des dabei auftretenden ge- 
meinsamen Nenners an (§ 17, Gl. 5). Zeige, dafs dieser Nenner 
gleich + 1 ist und zwar gleich -]- 1, wenn die beiden Ko- 
ordinatensysteme auch hinsichtlicli der Kichtungen der Achsen 
zur Deckung gebracht werden können, dagegen gleich — 1, 
wenn dies nicht möglich ist, (Kongruente und symmetrische 
Achsensysteme.) Deute die bei der Auflösung der Gleichungen (1) 
auftretenden Koeffizienten von x', y, z nach Formel (4), § 13. 
Setze YOraus, beide Ächsensysteme seien kongruent und nach 
den Bestimmungen von § 7 eingerichtet. Dann bestehen die 
Relationen: |, = tj^^g — i\^%,^ etc. Schreibe alle diese Rela- 
tionen auf und beachte immer jene Formel (4), § 13. (Die 
gleiche Aufgabe wurde teilweise bereits § 13, Aufg. 4 behandelt.) 

Aufg. 4. In dem alten Koordinatensystem mögen die 
Koordinaten eines Punktes P der Relation ^ ■\- y^ ■\- ^ = r^ 
genfigen. Zeige, mit Benutzung der Transform ationsfor mein, 
dafs auch die neuen Koordinaten von P der Relation x^ -j- y"^ 
_|_ /a ^ j.a genügen. 

Aufg. 5. Zeige, dafs das Gleichungssystem (2) seine Gültig- 
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keit behält, wenn das alte Koordinatensystem zwar ein recht- 
winkliges, das neue dagegen ein schiefwinkliges ist. 

Äufg, 6. Die rechtwinkligen Koordinaten (x,y,d) eines 
Punktes P mögen der Eelation — ä + fä -i — 5 = 1 genügen. 
Welcher andern Relation genügen nach dem Übergänge zu 
einem schiefwinkligen Koordinatensystem die neuen Koordi- 
naten x, y, ä desselben Punktes P? 



Drittes Kapitel. 
Die Ebene niiA ilire Gleichung. 

§ 23. Definition der Gleichung einer Ebene. Die Ebene sei 
bestimmt durch drei Punkte. 

In § 17 wurde gezeigt, dafs wenn in einem Koordinaten- 
system eine Ebene durch die Punkte Pj, P^, Pg bestimmt ist, 
allemal eine Gleichung, nämlich: 
(1) ^a; + % + C"'0 + -D = O, 

existiert, welche befriedigt wird von den Koordinaten x, y, z 
eines jeden Punktes der Ebene und nur von diesen. Die Koeffi- 
zienten ^ = -2J', B^-2J", 0^ — '2J'", D = 6Fo 
sind bestimmte Ausdrücke, die nur von den Koordinaten der 
gegebenen Punkte P^, Pg, P3 abhängen. Die linke Seite 
der Gleicliung (1) stellt nämlich das sechsfache Volumen des 
Tetraeders FF^T^F^ dar, welches für alle Punkte P auf der 
einen Seite der Ebene einen bestimmten, von Null ver- 
schiedenen positiven, für alle Punkte P auf der anderen 
Seite einen bestimmten, von Null verschiedenen negativen 
Wert besitzt und welches allemal aber auch nur dann 
verschwindet, wenn der Punkt P in der Ebene F^F^F^ liegt. 
Durch die Gleichung (1) werden also alle Punkte der Ebene 
scharf unterschieden von allen übrigen Punkten des Raumes. 
Wir nennen sie daher die Gleichung der Ebene, indem 
wir definieren: 

Unter der Gleichung einer Ebene versteht man 
eine Gleichung zwischen drei Veränderlichen x,y,s, 
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welche allemal aber auch nur dann erfüllt wird, wenn 
x,y,s die Koordinaten eines Punktes der Ebene be- 
deuten. 

Da jede Ebene durch drei ihrer Punkte bestimmt wer- 
den kann, so hat also jede Ebene eine Gleichung. Vor- 
läufig scheint es sogar, als ob jede Ebene unendliche viele 
Gleichungen besitze, da ja die Werte von Ä, JB, G, D sich offen- 
bar ändern, wenn man dieselbe Ebene ein anderes Mal durch 
drei andere in ihr gelegene Punkte deliniert, 

Äufg. 1. Wie heilst die Gleichung der durch (2, 0, 3), 
(— 1, 5, 2), {3, — 4,-2) bestimmten Ebene? Geht die Ebene 
durch den Anfangspunkt oder durch den Punkt (5, 2, — 3)? 

Aufg, 2. Wie heifst die Gleichung der Ebene, welche 
durch den Anfangspunkt und die Punkte P^ und P^ be- 
stimmt ist? 

Aufg. 3. Liegen die Punkte (1,0,-1), (—2,3,0), 
(0, 0, 0) auf derselben Seite der in Aufg. 1 vorkommenden Ebene? 

Äufg. 4, Wie lautet die Gleichung der durch (a,b',c'), 
(a, b", <f'), {a, 6'", c'") bestimmten Ebene? 

Aufg. 5. Zeige (durch passende Wahl von Pj, P^, Pj), 
dafs die Gleichungen der drei Koordinatenebenen a; = 0, y = 0, 
« = heifsen. 

Äufg. 6. Gieb die Form der Gleichung einer Ebene an 
welche durch die a^-Achse, oder die (/-Achse, oder die 2-Achse 
hindurchgeht. 

Aufg. 7. Zeige, dafs die Ebenen, welche die Winkel 
der Koordinaten ebenen halbieren, durch die Gleichungen 
y + Äf = 0, ^ + a:=0, 3: + »/ = dargestellt werden. 

Aufg. 8. Welche Ebenen werden durch die Gleichungen 
X = a, y = b, «=»c dargestellt? 

Aufg, 9. Bestimme die Gleichung der dnreli («, 0, 0), 
(0, h, 0), (0, 0, c) definierten Ebene. 

§ 24. Fortsetzung. Die Ebene sei bestimmt dureb iliren Ab- 
stand vom Anfangspunkte und die Achseuwinkel desselben. 
In § 15 fanden wir für den Abstand eines Punktes (x, y, z) 
von der durch die Gr&fsen a, ß, y, d bestimmten Ebene den 
Ausdruck: 
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(1) d^ - {x coB a -{- y COS ß -{- S COS y -- d). 

Dieser Ausdruck ist von Null verschieden und positiv für 
alle Punkte, die auf derselben Seite der Ebene liegen wie 
der Anfangspunkt, er ist von Null verschieden und negativ 
für alle Punkte auf der entgegengesetzten Seite und ver- 
schwindet allemal aber auch nur dann, wenn der Punkt 
(x,y,g) in der Ebene liegt. Es ist daher die Gleichung: 

(2) X cos <x -{- y cos ß -\- s coay ^ S = 

die Gleichung der Ebene («, ß, y, S). Diese spezielle Form 
der Gleichung einer Ebene nennt man die Normalform. 
Aufg. 1. Eine Ebene sei durch cos« = cos /3 = cos 7= , 

8 ^= 1 definiert. "Wie heifst ihre Gleichung? Liegt der Punkt 
(1, — 1, 2) auf der Ebene? 

Aufg. 2. Auf welcher Seite der vorhergehenden Ebene 
liegt der Punkt (5, — 3, — - 1)? Welches ist sein Abstand 
von der Ebene? 

Aufg. 3. Durch den Punkt (3, 5, 4) werde eine Ebene 
senkrecht zu dem zugehörigen Radius Vektor gelegt. Wie 
heifst ihre Gleichung? In welchen Punkten trifft sie die 
Koordinatenachsen? - 

Aufg. 4. Wie lautet die Gleichung einer Ebene, welche 
senkrecht auf der i/^^-Ebene, oder der sa:-Ebene, oder der 
«)/-Ebene steht? 

Aufg. 5. Sind die Gleichungen x = 0, y = 0, 2^0 
der Koordinatenebenen die Nornialformen derselben? 

Aufg, 6. Befinden sich die Gleichungen x = a, y^h^ 
g = c der Parallel ebenen der Koordinatenebenen in der Nor- 
malform ? 

Aufg. 7. Welche geometrische Bedeutung hat der Aus- 
druck X cos a -{- y cos ß -\~ s cos y? Was bedeutet x cos a 
-\- y cos ß -{- z cos 7 = 0? 

Aufg, 8, Zeige, dafs die Gleichung; 

X cos a + )/ cos /5 -j- 2 cos 7 — d = 
auch unter Voraussetzung eines schiefwinkligen Achaea- 
systems als die Gleichung der durch a, ß, y, S definierten Ebene 
betrachtet werden kann (§ 15, Aufg. 10). 
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g 25. Fortsetzung. Die Ebene sei gegeben durch ihre 
Achsenabsclinitte. 
Die nicht durch den Anfangspuukt gehende Ebene möge 
auf der a;-Achse den Abschnitt OA == a, auf der j/-Achse den 
Abschnitt OB = & und auf der s-Acbse den Abschnitt 06'= c 
bestimmen. Dann bann der Abstand 6 des Anfangspunktes . 
von der Ebene als Projektion sowohl von a, als auch von b, 
wie auch von c aufgefafst werden. Es ist daher in Beaug 
auf Gröfse und Vorzeichen: 

(1) cos « = — , cos p = T- , cos y = — ■ 

Dadurch geht aber die Gleichung der Ebene: 

(2) a; cos K + y cos ^ + ^ cos 7 — I? = 
über in: 

(3) l + f + l-l-". 

wenn man den konstanten von Null verschiedenen Faktor d 
wegläfst. Da jedes Wertetripel x, y, 0, welches der Gleichung (2) 
genügt, auch die Gleichung (3) befriedigt und umgekehrt, so 
stellt also Gleichung (3) die Gleichung der durch die 
Äehsenabschnitte a, h, c bestimmten Ebene dar. 

Aufg. 1, Bezeichnet man den Inhalt des Dreiecks ABC 
mit J und den seiner Projektionen resp. mit J', J", J", ferner 
mit Ffl das Volumen des Tetraeders OABC und wendet die 
Überlegungen von § 17 und § 23 an, so erhält man aus: 

J-' = ^6c, J"^:^ca, J"' = |rö, 3Fo=ifflBc 

sofort die Gleichung (3) des Textes. 

Aufg. 2. Welche Form nimmt die Gleichung der Ebene 
an, wenn einer der Äehsenabschnitte unendlich grofs wird, 
d, h. wenn die Ebene der betreffenden Achse parallel ist? 
(§ 24, Aufg. 4.) 

Aufg, 3. Welche Form nimmt die Gleichung der Ebene 
an, wenn zwei der Äehsenabschnitte unendlich grofs sind? 

Aufg- 4, Wie heifst die Gleichung der Ebene mit den 
Achsen abschnitten 3,-7,-2? Liegt der Punkt (2, 1, — 5) 
auf der Ebene? 
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Aufg. Ö, Gieb die Koordinaten eines Punktes an, <3er 
auf der vorhergehenden Ebene liegt. 

Anfg. 6. Schreibe die Gleiehimgen der acht Ebenen auf, 
welche mit den Koordinatenachsen als Symmetrieachsen ein 
reguläres Oktaeder bilden. 

Aufg. 7. Wie heifst die Gleichung der Ebene, welche 
auf der ic-Achse und der «/-Achse die Abschnitte Ö und — 7 
bildet und der £i-Achse parallel ist? 

Anfg. 8. Zeige, dafs die Gleichung (3) auch im schief- 
winkligen Koordinatensysteme die Gleichung der Ebene mit 
den Achsen abschnitten a, b, c darstellt. (Beachte Aufg. 1 und 
§ 18, oder kürzer § 24, Aufg. 8.) 

§ 26. Jede Ebene besitzt eine Gleichung von der Form 
Äx-\- Bij -\- C0-\- D^O und umgekehrt jede Gleichung dieser 
Form stellt eine Ebene dar. 
Durch das Vorhergehende ist erwiesen, dafs jede Ebene 
eine Gleichung von der Form Äx -\- By -{- Cs -^ J) = be- 
sitzt, in welcher x,y,^ die veränderlichen (laufenden) Koordi- 
naten irgend eines Punktes der Ebene bedeuten, während 
A, B, C, D konstante Gröfsen sind, deren Werte durch die 
spezielle Bestimraungsart der Ebene definiert werden. Das eine 
Mal hatten diese Konstanten die Bedeutungen: A = — 2J', 

B= 2J", C 2 J'", /) = 6 Ffl (§ 23), ein anderes Mal: 

J. = cos « , B = cos ß, C = cosy, D == — 5 (§ 24), ein 
drittes Mal: ^==-^, ^=T' ^'^T' -ö^ — 1(§ 25), 
in jedem Falle aber gehörte zu der entsprechend definierten 
Ebene eine lineare Gleichung zwischen den Veränder- 
lichen X, y, e, welche allemal abei auch nm dann erfüllt 
wurde, wenn x,y,z die Kooidinaten einef Punkte^ dei Ebene 
bedeuteten, 

Dafs nun auch umgekehit jede Gleichung von dei Form 
Ax + By + Cs -)- Z) ^ als die Gleichung einer Ebene auf- 
gefasst werden kann, läfst sich dadurch beweisen, dafi man 
zeigt, jede lineare Gleichung zwischen x i), s kann durch Mul- 
tiplikation mit einem von Null veischiedenen Faktoi l mit 
der Form ic cos w + )/ cos |5 + ^ cos y — 5 =■ identisch ge- 
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macht werden, von der mau weil's, dafs sie diu ttlüichuiig 
einer Ebene darstellt. 
Sei daher: 

eine lineare Gleichung zwischen den drei Veränderlichen x, y, e, 
in welcher A, B, C, D beliebig gegebene Konstanten bedeuten. 
Ist A ein von Null verschieden er konstunter Faktor, so wird 
jedes Wertetripcl x, «/, s, welches der Gleichung (1) genügt, 
auch die Gleichung: 

(2) XAx + AiJy + iCs + iZt = 
befriedigen und umgekehrt. 

Sollen nun XA, kB, XG als Iliehtungskosinus gedeutet 
werden können, so ist notwendig und hinreiclienil, dafs: 

(3) AU' + A^B^ + X^C^ = 1 , 
oder, dafs: 

(4) X = ^ 

sei. Wenn aber die Gleichung (2) mit x cos « + 2/ cos ß 
-j- g cos y — d = identisch werden soll, so mufs überdies 
XD negativ sein, d. h, man mufs in der Formel für X der 
Quadratwurzel das entgegengesetzte Zeichen von I) bei- 
legen. Jetzt kann man setzen: 



(ö) 



i/^^ + £' + c= ' yA^- 

G 

= cos ■y , 



= cos ß , 



(vergl. g 9), wodurch Gleichung (2) übergeht in; 
(6) x cos fi -\~ y cos ß -{- s cos y — d = . 

Diese Gleichung aber und folglich auch Gleichung (1) 
wird allemal und nur dann erfallt, wenn X,y,s die Koordi- 
naten eines Punktes bedeuten, welcher auf der durch a, ß, y, S 
definierten Ebene liegt. Folglich stellt: 

Ax + By + C0 + = 
die Gleichung einer Ebene dar und die Gleichungen (5) 
geben zugleich den Abstand d dieser Ebene vom An- 
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fangsimukte iind die liichtuugskosinus dieses Äb- 
standes an. 

Auch die Acbsenabschnitte a,b,c der durch: 

^3! + lJ|/ + f?5 + 2> = 

dargestellten Ebene lassen sich leicht angeben. Da nämlich 
die Koordinaten der Schnittpunkte der Ebene mit den Achsen 
die Werte a, 0, 0; 0, 6, 0; 0, 0, c haben, so ergiebt sich: 

(7) « = -J' ^-~i' c = -^. 

Bringt man die Gleichung Ax -\- By -\- Cs -\- D = 

durch Multiplikation mit ■ , wo die Quadratwurzel 

das entgegengesetzte Zeichen von J) hat, auf die Normalform, 
so stellt die linke Seite der Gleichung, nämlich der 

Ausdruck !— — ■■■ ' — , den mit dem entgegen- 

VA'+B^+C' 
gesetzten Zeichen genommenen Abstand»? dos Punktes 
(«,)/,?) von der Ebene Ax + Bp + Cs + D == dar, 
d, h. es ist: 



(8) Äx -{- By-^ Cs -{- D = ~ ä Y A' -\- B' -[- C^ (I, § 22). 

Durch diese Erkenntnis tritt die eigentliche Bedeutung 
der Gleichung Ax + By -{- Os -\^ I) ^0 scharf hervor. Zu- 
gleich kehrt hier die Untersuchung zu den an das Tetraeder ge- 
knüpften Ausgangsbetrachtungen zurück. Denn haben A, B, 0, D 
dieselben Bedeutungen wie in § 23, so geht wegen: 

die Gleichung (8) über in ZV^Jd. (Vergl. % 17, vergl. 
namentlich auch die in der Anmerkung jenes Paragraphen 
gegebene Vorzeiehenbestimmung von tf mit derjenigen, welche 
oben für yA? -\- B'^ ~\~ G^ getrofFen wurde.) 

Aufg. 1. Bestimme für die durch die Gleichung 5x — y 
-(-2^ — 3^0 dargestellte Ebene die Achsen ab schnitte, ihren 
Abstand vom Anfangspunkte und die Kichtungskoainns des- 
selbeti. 

Aufg. 2. Bringe folgende Gleichungen auf die Normal- 
form: 
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5»; — s = 0, 2e-5x+3i/ = 7, x = — -d, y-\-s = 0, 

Bestimme für jede der Ebenen die Gcöfsen «, ß, y, S, a, 1), c. 

Äufg. 3. Geht die Ebene 3« — 5?/ + a; — 2 = durch 
den Punkt (1, — 2, 7)? Gieb mehrere Punkte an, durch welche 
sie hindurchgeht. 

Aufg. 4. Welches ist die notwendige und liinreichende Be- 
dingung dafür, dafs eine Ebene durch den Änfangspunlit gehe? 

Aufg. 5. Was für Ebenen wenden durch lineare Glei- 
chungen dargestellt, in welchen eine oder zwei der Veränder- 
lichen X, y, fehlen? 

Aufg. 6. Wie heifst die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dafa der Punkt (xg, */„, ?o) ^^^ ^^^ Ebene 
Ax + By -{^ C^ -{- D == liege? 

Aufg. 7. Wenn die Punkte {x,, )/,, s,), (x^, y^, z^ auf 
der Ebene Ax -\- Bp -\- Cs -{- D = liegen, so liegt auch der 

Punkt P' "y, ^^ , ^'."V"/' ? "'i4ri^/ für jedes beliebige X auf 
der Ebene; wenn femer die drei Punkte {xi,yj^,z^, {^,yi,^d, 
{%> Vit ^ä) ^"f jener Ebene liegen, so ist auch der Punkt 

\ 1 + 1 + ^ ' 1 + 1 + ^ ' x + l-\-i^ I 

der Ebene, welches auch die Werte von X und ft seien. Be- 
weise diese beiden Sätze zunächst durch wirkliches Ausrechnen 
und gieb dann den inneren Grund an (§ 11). 

Aufg. 8. Beachte die aus den Gleichungen (5) sich er- 
gebende wichtige Folgerung J. : B : C = cos k : cos ^ : cos y, 
d.h. die Koeffizienten von x,y,s sind den Richtungs- 
kosinus der Normalen der Ebene proportional. 

Aufg. 9. Welches ist, bezogen auf die j/-Achse und die 
^-Aehse als Koordinatenachsen, die Gleichung der Schnitt- 
linie der Ebene Ax + By -\- Cs J^ D ^=0 mit der ?/5-Ebeue? 
Gieb auch die entsprechenden Gleichungen der Schnittlinien 
mit den beiden andern Koordinatenebenen an. 

Aufg, 10. Welches sind die Bedeutungen der Koeffizien- 
ten a, 6, c in der Gleichung s ^ ax ~{- hy ~\- c'f Welches ist 
die Bedeutung der rechten Seite dieser Gleichung für die 
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a;j/-EbeiiG? {I, § 22). Sache daraus eine Konstruktion der 
Ebene abzuleiten. 

Aufg. 11. Bestimme die Abstände der Punkte (1, 5,-3), 
(2, i, i), (0, — 1, 0), (0, 0, 0), (0, 5, - 3), (1, 1, 1) von der 
Ebene Ix — 25y -\- s — 3 = und diskutiere die Vorzeichen. 

Aufg. 12. Welches ist die geometrische Bedeutung der 
folgenden Ausdrücke: 

3a; + 2»/ — 7s + 1 ; y — x -\- fiß; x -\- y, 

3-4; 2/ — ^; s)--, y + ö, 

wenn jedesmal x, y, S die Koordinaten eines gegebenen Punkfes 
siud? (Berücksichtige Gleichung (8) und die darauf folgenden 
Bemerkungen.) 

Aufg. 13. Drücke aus, dafs der Punkt (j,,, y^, ß^ von 
den beiden Ebenen; 

^j3; + .e,i/+C,« + A = und A^x-\-J-i^y+C^s + I\ = 
gleiche Abstände habe. 

Aufg. 14. Welche Beziehung besteht zwischen den Ko- 
ordinaten X,y,s aller der Punkte, welche von den Ebenen: 

X cos «1 + J/ cos ßi-\- ^ cos y^ — d, = 
und: X cos k^ + «/ cos ^2 + s cos 7^ — ö'^ = 

gleiche Abstände haben? 

Aufg. 15. Bringe die Gleichung Äx-{-By -{■ Cz-\-I) = 0, 
in welcher A^-2J',B = — 2J", C = - 2 J"", D^QV^ 
bedeuten {§ 23), auf die Normalform und leite nach richtiger Vor- 
zeicbenb estimmun g von J die bekannten Resultate J'=Jcosci, 
J" = J" cos ß , J'" = J cos y , 'dVQ= Ja ab, 

Aufg. 16. Der im Texte bewiesene Fundamentalsatz ist 
unter Voraussetzung rechtwinkliger Koordinaten bewiesen wor- 
den. Durch Koordinatentransformation (§ 22, Aufg. 5) läfet 
er sich aber auch sofort auf schiefwinklige Systeme ausdehnen. 

g 27. Bedingung, unter welcher zwei lineare Gleieliungeii die- 
selbe Ebene darstellen. ParaUelismus zweier Ebenen, 
Je nach den verschiedenen Bestimmungsarten einer Ebene 
kaun man mehrere, äufserlieh von einander verschiedene Glei- 
chungen für dieselbe erhalten. Angenommen: 
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Ax-\-By-\'Cs!-^D=0 und A'x + B'y + C's + B' = 
stellten dieselbe Ebeue dar. Bringt man jede dieser Glei- 
pliliation mit J. = -- — ^ ^ resp. mi 

l' ^ auf die Norraalform, so müssen sich jedes- 

yA-' + B'^+C-' ' 

mal dieselben Werte für r, ß, y, d ergeben, d. li. es mufs sein: 

AA. = l'A', XU = k"ß', XC= K'O', lI) = X'I)', 
oder: 

Ä=^A, B'^yB, C'^yC, D'^^D- 

Daher der Satz: Wenn die beiden Gleichungen: 
Ax-\- By+Cs-\-B^O nnd A'x -\- B'y -\- C21 -\- D' ^ 
dieselbe Ebene darstellen sollen, so mufs die eine aus 
der anderen durch Multiplikation mit einem konstan- 
ten von Null verschiedenen Faktor hervorgehen. 

Umgekehrt ist klar, dafs wenn man die Gleichung einer 
Ebene mit einem konstanten vou Null verschiedenen Faktor 
multipliziert, die neue Gleichimg dieselbe Ebene darstellt wie 
die alte. 

Man kann den eben bewiesenen Satz auch so ausdrücken; 
Im Falle der Identität der durch die beiden Gleichungen dar- 
gestellten Ebenen besteht die Proportionalität: 
A:B:C:D = A':B':G-:n'. 
Besteht nur die Proportion A : B : G ^ A' : B' : C, so folgt 
daraus auch nur: 

cos K : cos (i ; cos ;• = cos a : cos ß : cos y , 
oder: 

cos r' = fi cos a , cos (3' ^ (* cos ß , cos y = n cos ;' 
(§ 26, Aufg. 8), wo fi = + 1 ist, wie man durch Quadrieren 
und Addieren der drei Gleichungen findet. Man erkennt daraus: 

Die Proportion A : B : C '^ A' iB' iC stellt die 
notwendige und hinreichende Bedingung für den Pa- 
rallelismus der Ebenen Ax -\- By -{- Gz -\- B = und 
A'x + B'y -\-C'b-\-B' = dar. 

Aufg. 1. Zeige, dafs man es durch Multiplikation mit 
einem konstanten Faktor stets erreichen kann, dafs die Glei- 
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churigen zweier paralleler Ebenen iti den Koeffizienten von 
X, y, S übereinstimmen. 

Aufg. 2. In welcher Beziehung stehen die Ebenen 
öa; — 7?/ + 2^! — 4 = und 6g = 21j/ — 15a: + 1 zu ein- 
ander? 

Äufg. 3. Welches ist die notwendige und hinreiclionde 
Bedingung i3afür, daTs die beiden Ebenen s = a^x -)- ö,i/ -|- Cj 
und 2 = a^a; + ^nV + «^a identisch oder zu einander parallel 
seien? 

Äufg. 4. Auf der Ebene Ax + By + Cs + I> = 
werde ein Dreieck ao gewählt, dafa für den Inhalt J" seiner 
Projektion auf die j/g-Ebene die Relation besteht: ^ = - — ■'2J'. 
Dann ist von selbst J?=— 2J", 6'= — 2J"' und Z)=67o. 

Aufg. 5. Die Bedingung des Parallelismus läfst sieh 
auch mit Benutzung der Achsen abschnitte direkt aus der Figur 
ablesen. Man erkennt dann überdies, dafs die gleiche Be- 
dingung bei schiefwinkligen Systemen besteht. 

§ 28. Den Winket zweier Ebenen A^x + B^y-\- C^b -^D^^Q 

und A^x + B^y + Cg^ + D^ = zu hestimmen. 

Da der Winkel zweier Ebenen als der Winkel <p ihrer 

positiven Normalenrichtungen definiert ist, so hat man nur 

nötig, die Gleichungen der beiden Ebenen auf die Normalform 

zu bringen (§ 26, Gl. 5) und die bekannten Formeln für cos ip 

und sin 9 (§ 12 und § 13) anzuwenden. Man erhält dann; 

A, A. + B,B,+ G. a 

(l) cos (ß ^ ■ ,■ ■ ■ ''-■■-' — _ 

/..-, - , „ iB,0,-S ,C,r+iC, A - G,A,f + ( A,B,- A,B,y 
{a) sm 9)— (^j_^^^"s/'^ C^'^(A,^^B^^+a,') 

Das Vorzeichen der Quadratwurzel in Gleichung (1) ist 
nach den Pestsetzungen von § 26 eindeutig bestimmt. 

Stehen die beiden Ebenen auf einander senkrecht, ao ist 
cos g! = und umgekehrt, man hat daher den Satz: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dafs die beiden Ebenen AiX-{- B,y -\- G^s -^ D^ = 
und A^x + B^if -\- C^s -j- D^ = aufeinander senkrecht 
stehen, heifst: 
(3) A,A, + B.B^ -\-C,C,=0. 
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Anfg. 1. Leite die Kesultate des Textes für die beiden 
Ebenen z = a^x + &i^ + Cj und g = a^x + i^y + ^2 ^^■ 

Äufg. 2. Bestimme den Winkel der beiden Ebenen: 

6a! — y-i-20~l=O und s = 3x-\-ly — b. 

Aufg, 3. Sind die beiden Ebenen parallel, so folgt sin q) = 0. 
Leite daher aus Gleichung (2) die früher gefundene Bedingung 
^, : B, : C\ = ^2 : I?3 : 6^ ab. 

Aufg. 4. Welche Winkel bildet die Ebene: 
Ax-\-By -\-Ü0-{- D = 
mit den Koordinatenebeiien? Wann ist sie zu einer derselben 
normal oder parallel? 

Aufg. 5. Zeige, dafs die Gleichungen (I) und (2) auch 
die Aufgabe lösen, den Winkel zu bestimmen, den die Ebene 
Ax -j- Bti -\- Cs ^ D ^ mit der Richtung (|, 13, £) büdet. 

Ist die Ebene dieser Richtung parallel, so ist: 

Ai + Bn + a = o 

und umgekehrt. 

§ 29. BeBtimmung einer Ebene durch Bedingaitgen zwiscben 
den Gleiohiingskoafflzieiiten. 

Da die Bedeutung der Gleichung Äx + Sy + Ge +7) = 
einer Ebene durch Multiplikation mit einer beliebigen von Null 
verschiedenen Konstanten, etwa -^ oder -^ , nicht geändert 
wird, 80 erkennt man, dafa die Gleichung einer Ebene im 
Grunde genommen nur drei willkürliche Konstanten enthält, 
wie dies auch z. B. die spezielle Gleichungsform — h f H — = 1 
deutlich zum Ausdrucke bringt. Eine Ebene wird daher durch 
drei Bedingungen bestiuimt, welche sich analytisch als Glei- 
chungen zwischen den Koeffizienten A, S, C, D darstellen. Sind 
diese Gleichungen in Bezug auf A, S, C, D linear, so nennt 
man auch die durch dieselben dargestellten Bedingungen 
lineare. Durch drei lineare Bedingungen wird eine Ebene 
im allgemeinen eindeutig bestimmt. Sind die zwischen 
A, B, C, JD bestehenden Bedingungsgleichungen tou höherem 
als dem ersten Grade (sind also die Bedingungen nicht linear), 
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so werden dieselben nicht mehr durch eine einzige, sondeni 
durch mehrere Ebenen befriedigt werden. 

Sollz. B. eine Ebene durch einen gegebenen Pnn!(t(a;,,yi, 2,) 
gehen, so mufs die lineare Bedingung ^^i + -B^i + Cis^-\- D = 
bestehen. Da drei solcher Gleichungen die Berechnung der 
Verhältnisse der Koeffizienten, etwa yr-, -^, -=; ermöglichen, 
so ist im allgemeinen eine Ebene durch drei Punkte bestimmt. 
Durch Ausführung der Rechnung erhält man für A, B, C, D 
die in § 17 (Gl. 6) auftretenden Werte. Die Rechnung wird 
nur dann illusorisch, wenn die drei Punkte in einer Geraden 
liegen. Die drei Bedingungsgleichungsn sind dann nicht von 
einander unabhängig und zählen nur für zwei Gleichungen 
(vergl. § 26, Aufg. 7). 

Soll eine Ebene Ax -^- Bt/ -i- C'0 -{- D = zu einer 
gegebenen Ebene Ä^x -{- B^if -{-■ C^s -{- D^ =^ normal sein, 
so mufs die ebenfalls lineare Bedingung AA^-{- BB^ + CG, = 
erfüllt werden. Diese Bedingung ist gleichbedeutend mit der 
andern, es solle die Ebene einer gegebenen Richtung (§, *j, £;) 
parallel sein, was zu^l+ü)) + C£ = führt (§ 28, Aufg. 5). 
Solcher Bedingungen kann man aber nur zwei von einander 
iinabhäugige vorschreiben, weil dadurch bereits die Verhältnisse 
-Q, -ji berechnet werden können, welche die Normalenrichtuug 
einer Ebene vollständig bestimmen {§ 26, Gl. 5 und § 27). 

Da eine Ebene, welche zu zwei gegebenen normal ist, 
auch auf der Schnittlinie der beiden letzteren senkrecht steht 
und umgekehlt, so ist die Bedingung, eine Ebene solle auf 
einei gegebeneu Geraden senkrecht stehen, oder zu einer ge- 
gebenen Ebene parallel sein, gleichbedeutend mit zwei line- 
aren Bedingungen, welche man m A:B:0=%:i]:i, zusammen- 
fassen kann, wenn |, ij, t die Richtungskosinns der gegebenen 
Geraden, odei dei Normalen der gegebenen Ebene bedeuten. 

An diese Betrachtungen knüpfen sich daher die folgen- 
den Aufgaben: 

1. Die Gleichung der Ebene zu finden, welche 
durch eineu gegebenen Punkt (a^oiJ/o'^ü) g^ht und zwei 
gegebenen Richtungen (1], t;,, ?,), (Ia, jj^, ^3) parallel ist. 

Eudio, auftlyt, Gooniiitnc d Eaumei. 5 
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(2) 



(4) 
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Die Gleichung einer jeden durch (^^, ^p, s^) gehenden 
Ehene läfat sich auf die Form hringen: 
(1) A(,x-x,r+B(p-y,) + C(_,-,,)=.0, 

wie direkt einleuclitet, wie sich aber auch durch Subtraktion 
der Gleichung Ax,^ -j- By^, -j- Cs^ -^ D = von der Gfleichung 
Äx -f- By -\- Cs -{- D ^0 ergiebt. Soll überdies die Ebene 
den beiden gegebenen Hichtungen parallel sein, so müssen die 
Gleichungen bestehen: 

^fc + B%+CS,-.0, 
Ai,+ B,,,+ Ci,— 0, 
woraus sich ergiebt: 
(3) Ä:B:C - riA- n,{r- U.- iA:iL%-i,1,' 

Da es nun in Gleichung (1) nur auf die Verhältnisse 
von A,B,C ankommt, so erhält man die Gleichung der 
gesuchten Ebene in der bemerkenswerten Form: 

{x - «oXi.5.- *S.) + (» - vMA - &fe) 

+ (»-8,){|,,,-S,%)-0. 

Nach dem Obigen ist damit zugleich die Aufgabe gelöst, 
die Gleichung der Ebene anzugeben, welche durch den Punkt 
{x^, y^, Sg) geht und auf den beiden Ebenen: 
A,x + B,y + C,3 + ü, = 0, A^x + B^y + (4^ + D, = « 
senkrecht steht. Die Gleichung der Ebene lautet: 
... {x - <,,){B,C,- B,G,) + {y~- y,){0,A,~ C,a;) 
^> + (« - ^o)(A-Ba - A-Bj) = 0. 

II. Die Gleichung der Ebene zu finden, welche 
durch eiuen gegebenen Punkt (*o, J/oj Sq) geht und einer 
gegebenen ^h^uB AaX-\- B^y + C^z-\- 1)^ = parallel ist. 

Die gesuchte Gleichung ist jedenfalls von der Form: 
A(x - X,) -\-B{^- y,) + C(0 - ^o) = ö, 
und da überdies A -. B : C '=' Ag-. B^: C^ sein soll (§ 27), so 
lautet die Gleichung der verlangten Ebene: 
(6) A,(x - X,) + B,{y ~ y,) + C,(z - ^o) = . 

Damit ist auch die Aufgabe gelöst, die Gleichung der 
durch (Xg, y^, 0^) gehenden Ebene zu bestimmen, welche zu 
der Eichtung (|o, jJqj ^o) normal ist. Die Gleichung heilst: 
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(7) i,(x - X,) + n„(s - %) + S.(« - 2,) = 0. 

Äufg. 1. Suche durch Auflösen von iJrei linearen Glei- 
chungen die Gleichung der durch die drei Punkte (5, 1, 2), 
(4^ __ 1^ 3), (_ 1^ 2, — 1) gehenden Ebene*). 

Äufg. 2. Bestimme in derselben Weise die Gleichung 
der Ebene, welche den Anfangspunkt mit den Punkten Pj 
und Pa Yerbindefc. 

Aufg. 3. Gieb die Gleichungen der drei Ebenen an, welche 
durch den Punkt Pj, und die drei Koordinatenachsen gehen. 

Aufg. 4. Gieb die Gleichungen der drei Ebenen an, welche 
durch pQ gehen und auf den Achsen senkrecht stehen, 

Aufg. 5. Zeige, dafs die Gleichung (4) auch die Aufgabe 
lost, die Gleichung der Ebene zu bestimmen, welche die durch 
den Punkt (x^, y^, s^ und die Richtung (|^, %, %^ definierte 
Gerade auf die Ebene projiziert, deren Normalenrichtung 
(^2, %, Sa) 'St.. 

Aufg. 6. Welche Bedingungen müssen erfüllt sein, damit 
die durch den Punkt (x^, y^, s^ und die Richtung (li, i?,, g^) 
definierte Gerade ganz in der Ebene Ax -\- Sy -\'Ce-\-D^(i 
Hegt? 

Aufg. 7. Zeige, dafs durch die Gleichung (4) auch die 
Aufgabe gelöst ist, die Gleichung der Ebene anzugeben, welche 
durch P„ und P^ hindurchgeht und einer gegebenen Richtung 
parallel ist oder auf einer gegebenen Ebene senkrecht steht. 
Man hat einfach in Gleichung (4) ^^, j;^, ^j durch x^ — x^|, 
Vi — Vor ^1 — ^(1 ^^ ersetzen. 

Aufg. 8. Gieb insbesondere die Gleichungen der drei 
Ebenen an, welche durch IP„ und P^ hindurchgehen und auf 
den Koordinatenebenen senkrecht stehen. 

Aufg. 9. Löse dieselbe Äufga,be auch diftkt, ohne Be- 
nutzung von Gleichung (4) (beachte § 24, Äufg. 4J. 

Aufg. 10. Zeige, dafs die Gleichungen (4) und (7) im 
Grande genommen identisch sind, sobald man unter (^q, %, ^g) 

*) Bei daraxtigeu Aufgaben, thut man. gut, einen Punkt au bevor- 
Kngen und die gesuchte Gleicbung sofort etwa in der Form; 

A{x - 5) + li(y _ 1) + C(^ _ 2) ^ 
anzusetzen. Die Vethäitaisse A : B : G kana man dann bei eicigei' 
Übung aus dem Kopfe hinschreiben. 
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die zu den beiden Eiclitnngen (l,, rjj, £i), (1^, Va £s) uorraale 
Richtung yersteht und § 13 Gl. (4) berücksichtigt. 

§ 30. Aus den GrleichuHgen dreier Ebenea die Koordinaten 
ihres Schnittpunktes zu bestimmen. 

Sind die drei Ebenen durch die Gleichungen: 
Ä^x + B,y + C^s + Dl = 0, 
Ä^x + B^y + C^e + D, = 0, 
Ä,^'x + B^t/ + CgS + A = 
dargestellt, so erhält mau die Koordinaten des Schnittpunktes 
durch Auflösung derselben nach x, y, s. Führt man die Rech- 
nung aus, so stellen sich x, y, s als Brüche dar mit dein 
gemeinschaftlichen Nenner: 

(1) ^T=Ä^(B^C,-BsC,)+B,(G^As-C,Ä,)-\-C^(A^B,-Äs£s). 
Solange JV" von Null verschieden ist, erhält man für x, y, s 
ganz bestimmte endliche Werte. Ist dagegen 7f = 0, während 
die Zähler von x, y, s nicht verschwinden, so werden die 
Koordinaten des Schnittpunktes unendlich grofs, der Schnitt- 
punkt liegt im Unendlichen, d. h. die drei Ebenen sind 
zu einer und derselben Geraden parallel, 

Aufg. 1. Bestimme die Koordinaten des Schnittpunktes 
der drei Ebenen 23:-|-3j/-i-53 — 1 = 0, x — 5j/ + 4s — 3^0, 
7fl; + «/ — 3« + 5 = 0. 

Aufg. 2. Führe die Uutersuehungen des Textes durch 
für die drei Ebenen: 
^^%a: + 6jj/ + Cj, s ^ a.^x '\-\y -\- C'i, S = a^x-\- \y-\-Cf^. 

Aufg. 3. Setze die Gleichungen der drei Ebenen in der 
Normalform voraus und bilde ]^. Wenn man dann die drei 
Normalenrichtungen auf die Einheitskugel abbildet, so findet 
man, dafs iV das sechsfache Volumen eines gewissen Tetraeders 
darstellt (§ 17, Gl. 5). Die Bedingung iV^O gewinnt dann 
eine anschauliche Bedeutung (§ 14, Gl. 5). 

Aufg. 4. Bestimme die drei Schnittpunkte, welche die 
beiden Ebenen; 

A^ + -^iJ' + Ci2 + A = unci ^2a^-fBg2/ + C3Ä + A = *> 
mit den Koordinatenebenen bilden. 
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Aufg. 5. Gieb die Bedingung au, unter welcher vier 
Ebenen durch denselben Punkt gehen. Bestimme zu diesem 
Zwecke den Schnittpunkt der drei ersten und setne seine Ko- 
ordinaten in die Gleichung der vierten ein. 



§ 31. Die Bedingung zu finden, unter welcher drei Ebenen 

sich in eiuer und derselben Geraden sehneiden. Die Grleiehung 

des Ebenenbüsehels. 

Im Folgenden werden wir uns yielfaeh der abgekürzten 
Bezeichnung bedienen, welche schon in der analytischen Geo- 
metrie der Ebene mit Vorteil angewandt wurde (I, § 26 
und § 27). Sind nämlich mehrere Ebenen durch ihre Glei- 
chungen gegeben, wie etvya Ä^X -^ Ji^y -\- C\^ -i- TJ-^ =^ 0, 
A^x -j- B^y -\- C^ä + Dg = etc., so wollen wir zur Ab- 
kürzung die linken Seiten dieser Gleichungen reap. mit E^, 
E^ etc. bezeichnen, sodafs symbolisch die Ebenen durch die 
Gleichungen i'j = 0, E^ = 0, etc. dargestellt werden. 

Seien daher jetzt E^ ^ und i'^ = die Gleichungen 
zweier Ebenen. Ihre Schnittlinie werde mit g bezeichnet. Als- 
dann kann man die Gleichung einer jeden durch g hindurch- 
gehenden Ebene in der Form l^Ej -^ ?.^Eg = darstellen, 
denn diese Gleichung ist in x, y, s linear und wird durch alle 
Wertetripel befriedigt, für welche gleichzeitig E^ = und 
JB^ =1 ist Das noch unbestimmte Verhältnis der beiden 
Multiplikatoren X-y und X^ läfst sich dann eindeutig dadurch 
bestimmen, dafs man festsetzt, die Ebene Aj^j -f- ilg^j = 
solle noch durch einen beliebigen nicht auf g gelegenen Punkt 
des Raumes hindurchgehen, denn diese Bedingung ist in den 
Koeffizienten von X^E-^^ K^E^^^ (die, ausführlich geschrieben, 
K-^i + hA, .li-B, -fA^Sa, etc. heifsen) linear. Es folgt 
also, dafs X^^E^ -^ l^E^ ^ eine jede durch die Schnittlinie 
von Ey == und Ej^ = gehende Ebene darstellen kann. Die 
Gesamtheit aller dieser Ebenen heifst ein Ebenenbüscheh 
Wir tonnen daher X^E^ -i- X^E^ = als die Gleichung 
des durch .E^ = und E^ = bestimmten Ehenen- 
hüschela bezeichnen. 

Um nun zu entscheiden, oh eine behebig gegebene Ebene 
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Iv'g = dem Ebeneiibiischel angehöre, bestimme man das Ver- 
hältnis Aj : Jt^ so, dafs die Ebene AjE, -|- l^JS^ = diircli einen 
nicht auf g gelegenen Punkt der Ebene E^ = hindurchgeht. 
Ist jetzt Eg = eine Ebene des Büschels, ao mufs sie mit 
der soeben eindeutig definierten Ebene l^E^ + X^E^ = iden- 
tisch sein. Nach § 27 können sich dann aber die Ausdrücke 
Eg und l^Ef + ig-7?3 nur durch einen konstanten, von Null 
verschiedenen B'aktoi- unterscheiden. Es existiert also ein Faktor 
Ag von der Beschaffenheit, dafs der Ausdruck l^E-^-j- L^E^-^ ^^E^ 
identisch, d. h. für alle Wertetripel x, y, 0, verschwindet. 
Umgekehrt, wenn man drei von Null verschiedene Multipli- 
katoren Xj, ^2, J.^ so bestimmen kann, dafs der Ausdruck 
k^Ei -\- l^E^ -\- AjEg identisch verschwindet, so gehen die drei 
Ebenen E^ = 0, E^ = 0, £3 => durch eine und dieselbe 
Gerade. Denn setzt man in die Identität Xj^E^~\~ l^E^-j- l^Eg^:EO 
die Koordinaten eines beliebigen Punktes der Schnittlinie von 
E^ = und E^ = ein, so erhält man, weil E^ und E^ als- 
dann einzeln verschwinden, X^Eg=0 und folgücli E3 = 0, d. h. 
jeder Punkt der Schnittlinie von E^ = und E^ = liegt auch 
auf ^3 = 0, w. z. b. w. Wir erhalten also den wichtigen Satz: 

Damit drei Ebenen E^ = 0, £'3 = 0, E3 = sich in 
derselben Geraden achneiden, ist notwendig und hin- 
reichend, dafs drei von Null verschiedene Multipli- 
katoren Aj, A^, Ag existieren, für welche die Identität 
l^E, + As-Bj + AgEg^O besteht 

Aufg. 1. Zeige, dafs zu jedem bestimmten Werte des 
Verhältnisses Aj ; A^ eine ganz bestimmte Ebene des Büschels 
AiJ5^ + ^a-J^a = gehört und umgekehrt. Man erhalt daher 
sämtliche Ebenen des Büschels, wenn man jenes Verhältnis 
alle Werte von — 00 bis + c» durchlaufen iäfst. Welchen 
Werten von Aj : A^ entsprechen die beiden Ebenen E^^ ■= 0, 
E^ = des Büschels? 

Aufg. 2, Die drei Ebenen E, =0, E^^O, E., -^ 
mögen eich in derselben Geraden schneiden. Dann giebt es 
also drei Faktoren Aj, A3, A3, sodafs XiE^ -{- AgE^ + ^s-^s ^ '^• 
Angenommen die drei Faktoren A,', Ag', A3' leisteten das Gleiche, 
so mufa sein A^ : Ag : A3 = A/ : A^' : A3'. In diesem Sinne sind 
also jene drei Multiplikatoren eindeutig. 
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Aufg. 3. Die Gleichungen der drei Ebenenbüschel, welche 
durch die Koordinatenachsen bestimmt sind, lauten? (§ 23, 
Aufg. 6.) 

Aufg. 4. Gieb die Gleichung der Ebene an, welche dem 
durch y = und ^ = bestimmten Ebenenbiisehel angehört 
nnd durch den Punkt (x^, y^, 2y) hindurchgeht. Warum fehlt 
io dem Resultate ar^? 

Aufg. 5. Bestimme die Gleichung der Ebene, welche den 
Schnitt der Ebenen: 

Ä,x + S,tj + C,0 + üj = 0, A,x + B^y + C^« + A = 
mit dem Anfangspunkte verbindet. Gieb ferner die Gleichungen 
der drei demselben Büschel angehörigen Ebenen an, welche 
auf den Koordinatenebenen senkrecht stehen, sowie endlieh 
die Gleichung der durch (a^o, y^, 0q) gehenden Ebene des 
Büschels. 

Aufg. 6. Bestimme die Gleichung der Ebene, welche dem 
durch 5« — 7y + 20 — 3 = und 2ai + ;/ — 5s -(- 1 = 
definierten Büschel angehört und auf der Ebene: 

x~4y + d0~\-i9 = O 
senkrecht steht; ferner die Gleichung der Ebene, welche den 
Punkt (5, 7, — 14) mit der durch die beiden gegebenen Ebenen 
bestimmten Geraden verbindet^ 

Aufg. 7. Diskutiere das Büschel ^^E^-^- X^E^^O für den 
Fall, dafs E^ = und E^^O einander parallel sind. Bilde ein 
Zahlenbeispiel hierfür (§ 27, Aufg. 1). 

Aufg. 8. Schneiden sieh die drei Ebenen: 
5x-\-2y — g = l\, 4x — ly-\-'ds=2, l^x — 4:y — 5s = 9 
in einer und derselben Geraden? 

Aufg. 9. Was folgt aus der Identität: 
A^E^ + ^^E^ + A3E3 = 0, 
wenn einer oder zwei der Paktoren A gleich Null sind? 

§ 32. Die Bedingimg zu finden, unter welcher vier Ebenen 

sieh in demselben Punkte schneiden. Die Gleichung des Ebenen- 

b&ndels. 

Es seien zunächst drei Ebenen E^ =0, iJ^ = 0, Eg = 

gegeben, welche sich in einem Punkte i5 schneiden mögen. 
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Da.iin liaDü mao <lie Gleicimng einer jeden durch S hindurch- 
gehenden Ehene in der Form darstellen l^Ej^-j- X^E^-^ ^^^3 = 0, 
denn diese Gleichung ist in x, y, 2 linear und wird durch 
die Koordinaten von 8 befriedigt. Die noch ■willkürlichen Ver- 
hältnisse von Ai, A3, A3 die für zwei willkürliche Konstanten 
(etwa 7^ und ■-) zählen, lassen sich eindeutig durch die 
beiden linearen Forderungen bestimmen, es solle die Ebene 
lj_E^ + AäJ^a -f- X^Bs =• noch durch zwei beliebig gegebene 
Punkte des Raumes hindurchgehen. Daraus folgt, dafs: 

A,£, -f-As£'3 + 13^8 = 
eine jede durch den Schnittpunkt von _E, = ü, ^E^ = und 
^g B= gehende Ebene darstellen kann, also die Gleichung 
eines sogenannten Ebenenbündels repräsentiert. 

Soll jetzt eine vierte Ebene -Bj ^= diesem Ebenenbündel 
angehören, so kann man t^ und ^ eindeutig so bestimmen, 

dafs die Ebene 1,^^ + ;tg_E'a + ^s-E, = ^«rch zwei be- 
liebige Punkte der Ebene E^^ hindurchgeht und folglich 
mit dieser zusammenfällt. Dann mufs aber der Ausdruck E^ 
bis auf einen konstanten, von Null verschiedenen Faktor mit 
dem Ausdruck A^^j + ^^E^ -\- l^E^ = identisch sein, d. h. 
es existiert ein Faktor k^ von der Beschaffenheit, dafs: 

l^E^ + k^E^ + l^E^ + k^E^ 
für alle Wertetripel von x, y, z, also identisch verschwindet. 
Umgekehrt, wenn man vier von Null verschiedene Multipli- 
katoren Jlj, Aj, Aj, A^ so bestimmen kann, dafs die Identität 
Ai i-'i + Aa-Es, + AgSg + X^E^ = besteht, so gehen die vier 
Ebenen Ej =0, .E^ = 0, -E3 = 0, E^ = durch denselben 
Punkt. Denn für die Koordinaten des Schnittpunktes der drei 
ersten Ebenen reduziert sich die Identität auf die Gleichung 
X^E^ = oder E^ = 0, welche aussagt, dafa die vierte Ebene 
durch den Schnittpunkt der drei ersten hindurchgeht. Damit 
ist der Satz gewonnen: 

Damit vier Ebenen E^^O, E^ = 0, E^=0, E^= 
durch einen und denselben Punkt gehen, ist not- 
wendig und hinreichend, dafs vier von Null verschie- 
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ileiie Miiltiplikafcoreii l^, h^, A3, X^ esistieren, für welche 
die Identität; 

X.K + X.E. + X.K -f LE. = 
besteht. 

Äufg. 1. Die G-Ieichung Äx-\- By-\-Cis^O einer durch 
deu Anfangspunkt gehenden Ebene ist zugleich die Gleichung 
des durch 3:^0, ^ = 0, s = bestimmten Ebenenbündels, 
insofern man A, B, C als willkürliche Konstanten auffafst, 

Aufg. 2. Deute ebenso die Gleichung: 

4 (« ~ X.) + B (» - s.) + C (5 ^ 2„) - 
(§ 29, Gl. 1) als die Gleichung des durch die drei Ebenen 
X ^ x,^, y = ij^, B = Sq bestimmten Ebenen bünd eis. 

Aufg. 3. Gieb die Gleichung der Ebene an, welche dem 
durch: 

5:e — j; + 2s — 1 = 0, 3y + ^-7s = 0, 2z — x^y-^'i = Q 
definierten Bünde! angehört und durch die beiden Punkte 
(1, 1, 1), (3, 1, ~1) geht. 

Aufg. 4. Deute die Gleichungen (4) und (7) von § 29 
als die Gleichungen Ton Ebenen, welche gewissen Ebenen- 
bündeln angehören und gewisse weitere Bedingungen erfüllen. 

Aufg. 5. Zeige, dafs die Verhältnisse von Aj, X^, A3, X^ 
in unserer Identität eindeutig bestimmt sind, 

Aufg. 6. Was folgt aus der Identität: 

X^E, + X^E^ + X,E^ + l^B^ F^ 0, 
wenn einer oder mehrere der Faktoren X verschwinden? 

§ 33. Die Gleichungen der Winkelhalhierenden zweier 
Ebenen zu finden. 

Die vorhergehenden Untersuchungen gestalten sich be- 
sonders einfach, weun man, was ja immer leicht zu erreichen ist, 
die Gleichungen der Ebenen in der Normalform voraussetzt. 

Seien also Ej = und E^ = die in der Normalform 
gegebenen Gleichungen zweier Ebenen, sodafs J?j den Aus- 
druck X cos «i + «/ cos /3[ -|- ^ cos y^ — tfj und E^ den Aus- 
druck X cos «2 + 1/ cos ß^-\- 8 cos 73 — dg abgekürzt bezeichnen. 
Es ist dann E^ der mit dem entgegengesetzten Zeichen ge- 
nommene Abstand des Punktes (x, y, s) von der ersten Ebene 
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und ebenso E,^ der mit dem entgegeu gesetzten Zeichen ge- 
nommene Abstand des Punktes (x, y, b) von der zweiten Ebene. 
Daraus ergiebt sich aber jetzt eine einfache geometrische Be- 
deutung für das Verhältnis l^ : Ag, welches eine bestimmte 
Ebene des Büschels /l, i?^ + /lg i-^ = auszeichnet. Es folgt 
nämlich : 

d. h. ^ ist gleich dem mit dem entgegengesetzten 
Zeieheh genommenen Verhältnis der Abstände irgend 
eines Punktes der Ebene l^E, + XiE^ = von den 
beiden Ebenen ^, = und E^ = 0. Für alle Punkte der- 
selben Ebene des Büschels ist also dieses Verhältnis der Ab- 
stände konstant, für Punkte verschiedener Ebenen des Büschels 
aber verschieden. Den Ebenen E^ = und E^^O des Büschels 
entsprechen insbesondere die Werte j^ = und ^ = oo. Da 
ferner jeder Punkt der Halb ierungs ebene desjenigen Flächen- 
winkels der beiden Ebenen E^ = 0, E^=' 0, in welchem sich 
der Anfangspunkt befindet, von den beiden Ebenen gleiche 
und mit dem gleichen Vorzeichen behaftete Abstände 
besitzt, so ist diese Halbierungsebene durch j ■= — 1 ausge- 
zeichnet und ihre Gleichung lautet demnach: 

(2) E, — E^ = 0. 

Die Punkte der anderen darauf senkrecht stehenden Halbie- 
rnngsebene haben allemal entgegengesetzt gleiche Ab- 
stände von den beiden gegebenen Ebenen. Diese zweite Halbie- 
rungsebene ist daher durch j^ = -f- 1 charakterisiert und 
ihre Gleichung ist: 

(3) E, + E, = 0. 

Aufg. 1, Welches sind die beiden Winkelhalbierenden 
der Ebenen: 

Aufg. 2. Zeige, dafs diese beiden Winkelhalbierenden 
anf einander senkrecht stehen. 

Aufg, 3. Bestimme die Gleichungen der Winkelhalbierenden 
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von 2x — 5)/ + 3s— 1 = und ic + 2j/ — s + 2 = 0. Zeige 
dafs die Halbicrungsebonen aufeinander senkrecht stehen. 

Äufg. 4. Gieb die sechs Winkelhalbierenden der Koor- 
dinatenebenen an und zeige, dafs sie aufeinander senkrecht 
stehen. 

Äufg. 5. Teile den ersten Oktanteii des Koordinaten- 
systems mitteist Ebenen, welche durch die a^-Achse gehen, in 
2, 4, 8, . . . gleiche Teile und bestimme die Gleichungen dieser 
Teilebenen, 

Aufg. 6. Deute y als das Verhältnis der Sinus zweier 
Flächen Winkel. 

§ 34. Anwendungen auf die dreiseitige körperliolie Ecke, auf 
das sphärische Dreieck und a.uf das Tetraeder. 

Ba seien E^ = 0, E^ ==0, Eg = die in der Normal- 
form gegebenen Gleichungen dreier Ebenen, Diese Ebenen 
zerlegen den ganzen Raum in acht Teilräume, von denen jeder 
sich als eine dreiseitige körperliche Ecke darstellt. Beschreibt 
man um den Schnittpunkt S der drei Ebenen als Mittelpunkt 
eine Kugel mit dem Radius gleich 1, so wird diese von den 
drei Ebenen in drei Hauptkreisen geschnitten, welche die ganze 
Kugeloberfläche in acht sphärische Dreiecke zerlegen. Zu jeder 
der acht dreiseitigen körperlicheu Ecken gehört dann ein be- 
stimmtes sphärisches Dreieck, welches die Ecke absehlieJst. 
Wir betrachten speziell diejenige körperliche Ecke, in welcher 
sich der Koordinatenanfangspunkt befindet. Die Ecken des 
zugehörigen sphärischen Dreiecks seien durch A, H, C be- 
zeichnet. Wie früher verstehen wir unter den Seiten a, b, c 
des sphärisclien Dreiecks die durch die Bögen BC, CA, AB 
gemessenen Winkel BOG, COA, AOB und unter den Winkeln 
K, ß, y desselben die von den Seiten eingeschlossenen Flächen- 
winkel der körperhchen Ecke. Die Winkel 180°— ß, ISO" — ß 
180" — y, welche je eine Seite mit der Verlängerung der an- 
dern bildet, sollen die Aufsenwinkel des sphärischen Dreiecks 
heifsen (vgl. auch § 18). 

Die Halbierungsebenen der Winke!, welche die Ebenen 
E^ = 0, E^ = 0) -£g = mit einander bilden, werden durch: 
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(1) -Es — -Es = 0, E^ - i; =0, Ey- Ji'ä = und: 

(2) ^a + -E^s = 0, Eg + E, = 0, i:, + Eä = 
tlargeaiellt und zwar sind die durch (1) dargestellten Ebenen 
die Hai bierungs ebenen der Winkel a, ß, y und die durcb (2) 
dargestellten die Halbierungsebenen der Äufsenwinkel des sphä- 
rischen Dreiecks ABC. Da die Summe der linken Seiten der 
Gleichungen (1) identisch gleich Null ist, so folgt, dafs sich 
die Halbierungs ebenen der inneren Flächenwinke! einer drei- 
seitigen körperlichen Ecke in einer Geraden schneiden. Es 
schneiden sich aber auch die Hai bierungs ebenen von je zwei 
Äufsenwiukeln und des dritten- inneren Winkels in einer Ge- 
raden, denn es ist z. B.: 

(E, + £.) - (JS, + £,) + («. - E,) s 0. 
Nennt man den gröfsten Kreis, in welchem die Halbienings- 
ebene eines innern oder äufseren Winkels die Kugel schneidet, 
die Halbierungslinie dieses Winkels, so sind damit die 
beiden folgenden Sätze bewiesen: 

I. In jedem sphärischen Dreieck schneiden sich 
die Halbierungslinien der drei Winkel in einem und 
demselben Punkte. 

II, In jedem sphärischen Dreieck schneiden sich 
die Halbierungslinien Yon je zwei Aufsenwinkeln und 
dem dritten innern Winkel in einem und demselben 
Punkte. 

Der aweite Satz ist Übrigens nichts anderes als die An- 
wendung des ersten auf das sphärische Dreieck, welches von 
einer Seite und den Verlängerungen der beiden andern Seiten 
von ABC gebildet wird. 

Legt man durch die Schnittlinie von E^ = Q und Ej = 
eine zu E^ = senkrecht stehende Ebene, so läfst sieh die 
Gleichung der'^elben in der Form /t^Ej + A3E3 = darstellen. 
Benatzt man dann die Ausdrücke, weiche abgekürzt durch 
ü/j, E^, -E3 bezeichnet wurden, so erhalt man für das Ver- 
hältnis Ag : A, die lineare Bedingung: 

(A3 cos ftg + A, cos Kg) cos ß[ -\- (Aj coa/^ä-j-A^ cos^j) eosjS, 

+ (Aacosyg+Ag 00373) cos7i = 
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, Aj, (cos ßj cos «2 + cos ßj^ cos ß2 + <^os yj cos y^) 

-j- lg (cos «1 cos «3 + cos j3i cos ßs + cos yj cos y^) = 0. 

Die Faktoren von l^ '^"'^ ''■a ^^^'^ ^'^®'" i^ic^its anderes als die 
Kosinus der Winkel, welche die Ebenen E^ =^ und E^ = 
mit der Ebene ^^ = bilden, d. li. der Winkel 180"— j/ und 
180" — ß. Es ist daher: 
(5) ^__S^, 

wie sich auch leicht direkt geometrisch einsehen läftst. 

Auf diese Weise findet man, dafit die Gleichungen der 
drei Ebenen, welche durch die Kanten der körperlichen Ecke 
hindurchgehen und jedesmal auf der gegenüberliegenden Ebene 
senkrecht stehen, lauten: 

IE^ cos ß — Bj cos y = 0, 
_Es cos y — ^1 cos ß = 0, 
E, cosß — E^cos^ = 0. 
Da mau durch Addition identisch Null erhalt, so folgt, 
dafs die drei Normalebenen durch eine und dieselbe Gerade 
gehen. Nennt man die gröfsten Kreise, in welchen diese drei 
Ebenen die Kugel schneiden, die Höhen des sphärischen 
Dreiecks, so hat man den Satz: 

III. Die Höhen eines sphärischen Dreiecks sehnei- 
den sich in einem und demselben Punkte. 

Durch die Schnittlinie von E^ = und E^ = lege man 
eine Ebene nach dem Mittelpunkte der gegenüberliegenden 
Seite EC^a, Die Gleichung dieser Ebene lautet: 

insofern ^ gleich dem mit dem entgegengesetzten Zeichen 
genommenen Verhältnis der Abstände eines beliebigen Punktes 
der Ebene von den Ebenen E^ == und J?g = gesetzt wird 
(§ 33). Da aber auch der Mittelpunkt der Sehne BC ein 
Punkt der Ebene L,E^ + l^E^ = ist und da die Abstände 
desselben vou den Ebenen E^ = und E^^ halb so grofs 
sind wie die entsprechenden Abstände der Punkte B und C, 
so erkennt man, dafs t- auch gleich dem mit dem entgegen- 
gesetzten Zeichen genommenen Verhältnis der Abstände der 
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Punkte £' und G von den gegenü b erlieg und en Ebenen der 
körperlichen Ecke ist. Bezeiciinet man daher mit /i,, h^, h^ 
die Abstände der Punkte Ä, B, C von den gegenüberliegenden 
Ebenen, so erhält man die Gleiehnngen der drei Ebenen, 
welche die Kanten der Ecke mit den Mittelpunkten der Seiten 
des sphärischen Dreiecks verbinden, in der Form: 

1^3 ^^ — ^^^3 = 0, 
(7) \\^^~}i^E^ = 0, 

\h^E, ~ h^E^ = . 
Multipliziert man aber diese drei Gleichungen resp. mit \, 
h^, Äg und addiert, so erhält man identisch Null, d. h. die drei 
Ebenen schneiden sich in derselben Geraden. Nennt man die 
Schnittlinien dieser Ebenen mit der Kugel die Mittellinien des 
sphärischen Dreiecks, so folgt: 

IV, Die Mittellinien eines sphärischen Dreiecks 
schneiden sich in einem und demselben Punkte. 

Die Seitenflächen eines Tetraeders mögen durch die in 
der Normalform gegebenen Gleichungen E^ = 0, E^ = 0, 
J/j = 0, E^^a gegeben sein. 

Liegt danu der Koordinatenanfangspuukt im Innern des 
Tetraeders, so werden die Halbicrungs ebenen der inneren Plächen- 
winkel des Tetraeders dargestellt durch: 
, pj — £'2 = 0, £2 — 7?3 = 0, E^ — E^ = Q, 

\E^ — E^ = 0, E^—E^ = 0, E^ — E^ = 0. 
Da jede der drei letzten Gleichungen durch additive Kom- 
bination aus den drei ersten entsteht, so ergiebt sieh (§ 32): 

V, Die sechs Halbierungsebenen der inneren 
Flächenwinkel eines Tetraeders sehneiden sich in 
einem und demselben Punkte, dem Mittelpunkte der 
dem Tetraeder eingeschriebenen Kugel. 

Äufg. 1. Welche Bedeutung haben für die körperliche 
Ecke £j^0, E^^O, Eg=^0, resp. für das zugehörige sphä- 
rische Dreieck, die Gleichungen; 

^j _|_ ^^ _J_ ^^ = 0, — i;, + £g + -Eg = 0, 
E^- E^-i-E^^O, £, + ^2 — .E3 = 0? 

Beweise (I, § 27, Aufg. 5 und 6) die Sätze: 
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Die Halbieruiigsliiiiün der drei Aufsenwinkel eines 
sphärischen Dreiecks schneiden die gegenüberlifigen- 
den Seiten in Puulrten eines gröfsten Kreises. Die 
Halbierungalinien zweier innerer Winkel und des 
dritten Aufsenwinkels eines sphärischen Dreiecks 
schneiden die gegenüberliegenden Seiten in Punkten 
eines gröfsten Kreises. 

Aufg. 2. Zeige, dafs die vier in Aufg. 1 vorkommenden 
Ebenen sich in einem und demselben Punkte schneiden. 

Aufg. 3. Beweise, daTs die sechs Ebenen Ei — .E^ =0, 
i;^~Es = 0, Es — E^^O, _E, + £, = 0, Es+Ei=0 
.Ej -]- J?j =; sich in einem Punkte schneiden und sprich den 
für das Tetraeder sich ergebenden Satz aus. 

Aufg, 4, Drücke die Abstände des im Satz IV des Textes 
vorkommenden Mittelpunktes der Sehne £G von den Ebenen 
E^^O, jEg^O aus und zeige analytisch, dafs sie halb so 
grofa sind wie die entsprechenden Abstände der Punkte B und C. 



Viertes Kapitel. 
Die gerade Linie und ihre öleiclmiigen. 

§ 35. Jede Gerade besitzt zwei gleichzeitig bestehende Glei- 
chungen von der Form Ax -{- By -{- Cs -{- IJ = und um- 
gekehrt je zwei simultane Glelehnngen dieser Form stellen 
eine Gerade dar. 
Durch eine gegebene Gerade g seien zwei beliebige Ebenen 
gelegt mit den Gleichungen A^x + B^y -\- C^z + D^ = und 
A^x -\- B^p -f- CgS + ^s= 0. Dann mufs jeder Punkt, dessen 
Koordinaten x,y,s den beiden Gleichungen gleichzeitig ge- 
nügen, ein Punkt der Schnittlinie g der beiden Ebenen sein 
und umgekehrt müssen die Koordinaten eines jeden Punktes 
von (/ die beiden Gleichungen gleichzeitig befriedigen. Man 
nennt die letzteren daher die Gleichungen der Geraden^, 
Jede Gerade g besitzt also zwei simultane Gleichungen der 
angegebenen Form, Da aber auch umgekehrt je zwei in 
X, y, lineare Gleichungen zwei Ebenen mit einer bestimmten 
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Schnittlinie darstellen (für den i'all des Parallelismus sagt 
man, die Schnittlinie sei die unendlich ferne Gerade der Ebenen) 
und daher gleichzeitig allemal aber auch nur dann befriedigt 
werden können, wenn x, y, s die Koordinaten eines Punktes 
der Schnittlinie bedeuten, so ist damit der oben ausgesprochene 
Satz vollständig bewiesen. 

Scheinbar besitzt jede Gerade nicht nur ein Paar, son- 
dern unendlich viele Paare linearer Gleichungen. Denn wird 
eine Gerade g durch die Gleichungen ^^ = , E^ = zweier 
Ebenen definiert, so kann sie ebenso gut durch diu Gleichungen 
zweier beliebiger anderer Ebenen des Ebeneabiischela: 

dargestellt werden. Bedeuten aber £' = , E" = die Glei- 
chungen eines zweiten Ebenenpaares dieses ßtischels, so sieht 
man sofort, daCs dieselben als einfache Umformungen aus den 
Gleichungen des ersten Paares sich ergeben, insofern ja E' und 
E" stets lineare Kombinationen von der Form l^E^ + ^a-^a 
sein müssen. Daraus ergiebt sich der Satz: 

Damit zwei Paare linearer Gleichungen E^ ^ 0, 
Sj == und E' = 0, £"'= dieselbe Gerade darstellen, 
ist notwendig und hinreichend, dafs jede Gleichung 
des einen Paares sich als eine lineare Kombination 
der beiden Gleichungen des andern Paares darstellen 
lasse. 

Äufg. 1.. Wie heifsen die Gleichungen der Koordinaten- 
achsen? 

Aufg. 2. Wie lassen sich die Gleichungen einer Geraden 
darstelleuj welche zu einer der Koordinatenachsen parallel ist? 

Äufg. 3. Welche, Lage hat die Gerade; 

x = a, ^x + .B*/ + C<s 4- D =- 0? 

Aufg. 4. Durch welche Gleichungen sind Geraden aus- 
gezeichnet, die in einer der Koordinatenebe neu liegen? 

Aufg, 5. Liegt der Punkt (5, 7, — 1) oder etwa der An- 
fangspunkt auf der Geraden Zx — y — 5 = 4, ix — 5«/ + 2s==l? 

Aufg. 6. Wie sind die Gleichungen einer Geraden be- 
schaffen, die durch den Anfangspunkt geht? 

Aufg. 7. Geht die Gerade s = 53^ + 2*/-j-l, ^ = y — 2x 
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durch die Punkte (1,2,-1), (0,0,0), (0,-1,-1), (1,0,-2)? 
Gtieb die Koordinaten mehrerer in verschiedenen Oktanten be- 
findlicher Punkte der Geraden an. 

Au£g. 8. Untersuche, ob die beiden Gleichungen: 

5x—ly + 2g—l=0, 7a; + 3i/-4« + 6 = 

sieh als lineare Eombinationen der beiden folgenden Gleichungen: 

darstellen lassen, 

Aufg. 9. Es sei £' = A/Ei + V-Es, -E"= V'-Ei + V-E^. 
Zeige, dafs sich dann auch in derselben Weise JÜ-^ und S^ als 
lineare Kombinationen von E' und E" darstellen lassen, so 
lange i.^l^'~7u^X" von Null verschieden ist. Was würde 
l^l^'— l^ki' = bedeuten? (Vergl. § 27.) 

Aufg. 10. Eine Gerade sei durch x — 'iy +52 — 3 = 0, 
Zx-\- y — 2ä-^1=^0 gegeben. Stelle (durch lineare Kom- 
bination) 'dieselbe Gerade durch ein anderes Glcichungspaar dar. 

Aufg. 11. Untersuche oh die beiden Geraden: 
Zx + 2y — bs = 0, Ax~1y -^2z — 1=0, 
und: 29y — 26^ + 3 = 0, 29x — 3U — 2 = 
identisch sind. 

Aufg, 12. In welcher Form lassen sich die Gleichungen 
einer Geraden darstellen, welche durch den Punkt {x^, y^, 2^) 
geht? (VergL § 29, Gl. 1.) 

Aufg. 13, Wie ist das gleichzeitige Bestehen der beiden 
Gleichungen: 

Axi-Sy-i-Cs + D'-^O und Äx + By -\- Cs -\- B" = 
zu interpretieren? 

Aufg. 14. Zeige, dafs die Sätze des Textes auch im 
schiefwinkligen Koordinatensystem gelten. 

§ 36. Bestimmung einer Geraden aus ihren Projektionen auf 
die Koordinatenebenen. 
Eine Gerade g sei durch £; =0, Ja^= gegeben. Unter 
den Ebenen des durch g bestimmten Büschels sind, wegen 
der Einfachheit ihrer Gleichungen, speziell diejenigen aus- 
gezeichnet, welche auf je einer Koordinatenebene senkrecht 
stehen, also zu den Projektionen von g auf die Koordinaten- 

Itudio, analyl. GBOmElrlB d. Eimues. 
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ebünen führen. Die GleichuDgeu dieser drei projizierenden 
Ebenen sind von der Form Ij^Ei + ^g-E^ = und zwar ist 
jedesmal das Verhältnis A^iAj durch die Bemerkung bestimmt, 
dafs in der Gleichung einer auf einer Koordinaten ebene z. B. 
s ^ senkrecht stehenden Ebene die gleichnamige Koordi- 
nate (im angeführten Beispiele s) nicht vorkommen darf (§25, 
Aufg. 2). Man erhält daher die Gleichungen der drei proji- 
zierenden Ebenen, indem man einfach aus ^^ = 0, E^=0 
der Reihe nach x,y,s durch lineare Kombination eliminirt. 
Dies führtj wie man sofort sieht, zu den Gleichungen: 

(1) Ä„B, — A,1S„ = 0, B^E, — B^E^ = 0, C.,Ei — C,E^=0, 
welche zugleich in den entsprechenden Koordinatenebenen die 
Gleichungen der Projektionen von g darstellen. Diese drei 
Gleichungen sind im allgemeinen von einander verschieden 
und dann ist jede eine lineare Kombination der beiden andern. 
Nur wenn (/ senkrecht auf einer der Koordinatenachsen steht, 
werden die entsprechenden beiden projizierenden Ebenen und 
folglich auch die beiden Gleichungen derselben identisch*). In 
jedem Falle also bann g durch zwei seiner Projektionen voll- 
ständig bestimmt werden; wir wählen für den allgemeinen Fall 
die Projektionen auf die a;s-Ebene und die j/^-Ebene. Die 
Gleichungen dieser Projektionen resp. der entsprechenden pro- 
jizierenden Ebenen kann man in der Form schreiben: 

(2) X = (IS ~\- a , y = vs -j- b. 

Eine Gerade ist also durch vier unabhängige Kon- 
stanten bestimmt. 

Aufg. 1. Deute die Koeffizienten [i und v als Uichtungs- 
koeffizienten. Welche Bedeutung haben a und &? 

Aufg. 2. Bestimme die Projektionen von: 
5a: — 72/ + 20— 1 =0, a; + 2j/ + 4« — 9 = 
und deute die in den Resultaten auftretenden Koeffizienten. 
GJeb die Lage der gegebenen Geraden an. 

Aufg. 3. Eine Gerade ist durch die Projektionen: 
« = 2^-1-3, y=.5s— 1 
gegeben. Wie heifst ihre dritte Projektion? 



*) Ist g liborclieB normal zu einer der Koordinatenebenen, i 
e entsprecteiide projiziL-reade Ebene unbestimmt. 
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Äufg. 4, Zeige durch wirkliches iusrechnen, dafs z. B. 
die Gleichung Cg-Ej — C^E^ = eine lineare Kombination 
von A^E^ — A^E^ = und 'ß^E^ — S,E^ = ist. 

Äufg. 5. Wie heiJst die Gleichung der Ebene, welche 
die Gerade E^ = 0, .Eg = mit dem Anfacgspunkte verbindet? 

Aufg. 6. Drücke die Koeffizienten [i, v, a, h dureli die 
gegebeneu Gleichungskoeffizienten ^j,-B[, . . . Cg, i)a aus und 
beachte Aufg. 1. 

Aufg. 7. Wie sehen die Gleichungen der Projektionen 
einer Geraden aus, welche durch den Anfangspunkt geht? 

Aufg. 8. Zeige speziell für diesen Fall, wie sich die 
lineare Abhängigkeit zwischen deu drei Projektionsgleichuugen 
ausdrückt. 

Aufg. 9. Diskutiere die Lage der Geradeu 3^=32, i/^^2^ 
und gieb ihre dritte Projektion an. 

Aufg. 10. Diskutiere in gleicher Weise die vier Geradeu, 
welche durch a;=' + iS, J/ = + s^ dargestellt werden. 

Aufg. 11. Bestimme die Gleichungen der Projektionen 
einer Geraden, welche parallel einer Koordinatenebene oder 
einer Koordinatenachse ist, oder ganz in einer Koordinaten- 
ebene liegt, oder mit einer Achse zusammenfällt, 

Aufg. 12. Gieb die Projektionen der Geraden: 
2 = a^a; + &,«/ + c, , = a^x -\- b^y + c^ 

Aufg. 13. Diskutiere die Lage der Geraden x = ^0 -^ a, 
y ^= vs -\- b für den Fall, dafs Ton den Konstanten ji, v, a, & 
eine oder mehrere gleich Null sind. Zähle alle möglichen 
Fälle auf. 

Aufg. 14. Bestimme die Koordinaten der Schnittpunkte 
der Geraden x ^ fis -{- a, y ^ vs + b mit den Koordinaten- 
ebenen (Aufg. 1). 

§ 37. Aus den Gleichungen einer Geraden ilre Richtungs- 

kosinns za bestimmen. 

Die Gerade g sei die Schnittlinie der beiden Ebenen E-^ = 

und E^ = 0. Die positiven Normalenrichtungen der beiden 

Ebenen mögen durch (|j, %, gj), (|g, i;^, ^g) bezeichnet sein. 

Man erhält dieselben, indem man E,= und £^3 = auf die 
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Normalform bringt (§ 20, Gl. 5), Bezcichoet man j t t n t 
(I, rj, §) eine der beiden einander entgegengesetzten E el t gen 
von g^ so hat man einfach die Aufgabe, die Riültm^, en 
Geraden zu bestimmen, welche zu zwei gegebenen R 1 tun n 
normal ist. Man erhält daher nach § 13: 

K^) e -t sin gj > ^ + sin ,p ' ^ ± sin q, ' 

(2) sinV = („,e,-^,£,)^+aj,-^|,r+(a,^,-|,^,y. 
Dabei ist in den Gleichungen (1) der Nenner sin ip loit dem 
positiven oder dem negativen Zeichen zu versehen, je naehdeni 
man sieh auf der Geraden g für die eine oder die andere ihrer 
beiden Richtungen entscheidet (§ 13, Äufg, 5). Wie diese 
beiden Richtungen von einander unterschieden werden können, 
ist in § 13 gezeigt. 

Ist speziell die Gerade g durch ihre Projektionen: 

(3) x^(LZ + a, y = vß + i 

gegeben, so findet man die wegen ihrer Einfachheit 
besonders bemerkenswerten Ausdrücke: 

Die Richtung der Geraden (3) ist also nur von ja., v, nicht 
aber von a, & abhängig. 

Aufg. 1. Welches sind die beiden Richtungen der Ge- 
raden 2x-\-5p — s = T, Sa:— 11^ + 2^=16? Suche durch 
Abbildung auf die Einheitskugel nach § 13 die beiden Rich- 
tungen der Geraden zu unterscheiden. 

Aufg. 2. Bestimme die Richtungen der vier Geraden: 
x= +s, y = +SI. 

Aufg. 3. Der Winkel der beiden Geraden; 

wird durch die Formel bestimmt: 

ß,u,n 4- v.r. -4- 1 
cos Cp = fll^ ^ . ' ' X--^^^ . 

Aufg. 4. Zeige, dafs fi^fi^ -\- v^v^ + 1 = die notwen- 
dige und hinreichende Bedingung dafür ist, dafs die beiden 
Geraden aufeinander senkrecht stehen. 
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Äufg. 5. In welcher Beziehung stehen die beiden Geraden 
«^jt^+ßi, »/ = i'^+'^i! :^i = fi^ + «2' y=^vs-\-h^ 
zu einander? 

Aufg. 6. Zeige, dafs: 

f C« — «o) + ^('S/ — y«) + ^ — ^0 = 
die Gleichung einer durch (rCo, y^, s^) gehenden Ebene ist, 
welche zu g normal und folglieh zu den Richtungen (^^, %, ^j), 
(Sä, %, ^) parallel ist (§ 29, Gl. 4). 

Aufg. 7. Beachte, dafs in den Gleichungen (4) die 
Quadratwurzel jedesmal mit demselben Zeichen zu versehen 
ist. Suche folgenden Satz zu beweisen: Haben a und h das- 
selbe Vorzeichen, so mufs man die Quadratwurzel jedesmal 
positiv nehmen, damit der Punkt (|, j;, S) der in § 13 ein- 
deutig definierte Pol von (|,, j/^, gj, (g^, i^g, g^) sei; haben da- 
gegen a und & entgegengesetzte Zeichen, so ist die Quadrat- 
wurzel negativ zu nehmen, die positive Quadratwurzel würde 
zu dem dem Pole diametral entgegengesetzten Punkte der 
Binheitakugel führen. 

Aufg, 8. Was wird aus den Formeln (4) für die ver- 
schiedenen speziellen Fälle, welche § 36, Äufg. 1 1 erwähnt sind? 

§ 38. Die Bedingung anzugehen, unter welcher zwei Geraden 
im Räume sich selmeiden. 
Die beiden Geraden seien durch die Gleichungen Ei ^ 0, 
JBg =. und Eg = 0, E^= gegeben. Die Bedingung, unter 
welcher sie sich achneiden, fällt dann zusammen mit der Be- 
dingung, unter welch er die vier Ebenen E-j = 0, E,^ = 0, E^=Q, 
E^= durch einen und denselben Punkt gehen. Schneiden 
sieb demnach die beiden Geraden, so besteht eine Identität 
von der Form: 

X,E,-^ k^E^+ l^E^-l X^E^ = Q , 
in welcher die Verhältnisse der Multiplikatoren X eindeutig 
bestimmt sind, und umgekehrt. Zugleich ergiebt sich dann 
aber auch die Gleichung der durch die beiden sich achneiden- 
den Geraden bestimmten Ebene. Denu zufolge der Identität 
stellen die beiden Gleichungen: 
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X,E^ 4- 4^2= uud Agi?« + liE^ = 
eine uud dieselbe Ebene dar und die beiden verschiedenen 
Gleichungsformeu sprechen ans, dafs diese Ebene sowohl durch 
die Gerade E^ = 0, E^'=Q als auch durch die Gerade E^=0, 
E^=0 hindurchgeht. 

Sind insbesondere die beiden Geraden durch die Projek- 
tions gleichungeti: 

(1) a: = fti2 + a,, y = v^^-i-h^, 

(2) x = }i23 + a^, i/ = i'2« + &2 

dargestellt, so mufs für den Fall, dafs ein Schnittpunkt exi- 
stiert, die Koordinate g desselben in jedem der Gleichungspaare 
(1) und (2) dasselbe Wertepaar x, y ergeben, d, h. es müssen 
für denselben Wert von s die Gleichungen stattfinden; 

(3) jiiS + ö, = ^^s + M, oder s = "^^Erj-^' 

(4) v^s-^b, = v^§ + h, oder s = ^^^, 
woraus sich die ßelation ergiebt: 

(5) — — - = — ^ , oder: 

(6) (a, - a,){v, - V,) = (b, ~ \)(^, ~ ^,). 

Dies ist die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür, dafs die beiden Geraden (1) und (2) 
sich schneiden. 

Findet die Bedingung (6) statt, so liefert jede der Glei- 
chungen (3) und (4) die Koordinate ^ des Schnittpunktes, aus 
der man dann mittels (1) oder (2) die Koordinaten x, y findet. 
Mit Berücksichtigung von (5) findet man auch leicht, dafs 
die Verhältnisse der Multiplikatoren Aj, A^, X^, l^, für welche 
die Identität: 

, , hi«: - f.^ - «i) + hiy - *'i^ - ^-i) 

^ + K{^ - f*a« - «.) + k(n - ".^ - &,) ^ 

besteht, durch: 

(8) A, : Ag ^ iij — "a : f a — f i ? A3 = — -li , A^ = — A^ 
bestimmt sind. Andrerseits führt das Bestehen der Identität 
(1) sofort auf die Bedingung (ö). 
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Die Gleichung der durch die heiden sich schnei- 
denden Geraden bestimmten Ebene lautet jetzt: 

(9) (n - v,){x - ftS - o,) - ((., - fc)(!/ - r,3 - S.) = 0, 
oder auch mit Rücksicht auf (6): 

(10) (i. ^i,)(» - ftS - o,) - (a, - «,)(s -r,3 - S,) _ 0. 
Sind insbesondere die beiden Geraden parallel, also fii = (*aj 

v^ == v^, so ist die Bedingung (6) von selbst erfüllt und die 
Gleichung der durch die beiden Parallelen bestimmten Ebene 
wird dann durch (10) dargestellt. 

Aufg. 1. Untersuche, ob die beiden Geraden: 
4a: — ^ — 2ä=1, w — 'äy -^ Öß = 5 

und: 2a: + )/4- s=^, 7x — 2y^80 6 

sich schneiden oder nicht. 

Aufg. 2. Untersuche, ob die beiden Geraden: 
x = 5s — 2, ?/= — 3 + 3 und a:=4s-{-l, y=2s — 2i 
in einer und derselben Ebene liegen oder windschief sind. 
Im ersteren Falle bestimme die Gleichung der gemeinsamen 
Ebene. 

Aufg. 3. Wie lautet die Bedingung dafür, dafs die Gerade: 
Ä^x + B,if -\-C,0-\- D,^0, A,x + S,y + C^^s + D^ -= 
eine der Koordinatenachsen, etwa die s-Achse, trifft? 

Aufg. 4. Löse die gleiche Aufgabe für die Gerade; 
X = (10 -\- a, y = vss -\-'b. 

Aufg. 5. Zeige, daXs die durch zwei sich schneidende 
Geraden bestimmte Ebene nicht nur durch (9) und (10), son- 
dern auch durch jede der Gleichungen: 

(v, — v;){ai ~ ^s^ — ßj) = (>j — ftj)(;/ — v^s — \) 
und: 

(Pi — \)i^ ~ f^a^ — «s) = («1 — «s)(> — •^3^ — ^a) 
dargestellt werden kann. 

Aufg. 6. Gieb die Gleichung der Ebene an, in welcher 
sich die beiden parallelen Geraden: 

a: = 3g— 1, y = — 7^ + 4 und a:= 3s + 8, ^ = — 7^— 11 
befinden. 
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§ 39. Die Bedingung anzugeben, unter welcher eine gegel)ene 
Gerade vollständig in einer gegehenen Ebeae liegt. 
Ist die Gerade durch ^^ = , Eg = , die gegebene 
Ebene durch ^3=0 dargestellt, so ist die BediDguiig dafür, 
dafs die Ebene dem durch IE^ = 0, E^ = bestimmten Ebenen- 
buachel angehöre, an die Existenz der Identität: 

?.,E, + ;.gEg -\- l^E^ = 
geltiiilpft (§ 31). 

Hier soll daher nur noch der Fall besonders behandelt 
werden, dafs die Gerade durch ihre Projektionsgleichungen 
X = iis -^ a, j/ = v3 + fc gegeben sei. Die Gleichung der 
Ebene möge Äx -[- Sp + Cs -\- D ^ sein. Soll nun 
jeder Punkt (x, y, s) der Geraden zugleich auch ein Punkt der 
Ebene sein, so müssen die Koordinaten fts + "i v^ •\- h, z 
eines beliebigen Punktes der Geraden stets der Gleichung 
Ais -\- By -\- Cz •}- D ^ Q genügen, welches auch der Wert 
von s sei, d. h, es mufs die Identität bestehen: 

(1) Aißs + a) + B{vs -\- l) -if G'« + -ö=^0. 
Hierzu ist aber notwendig und hinreichend, dai's; 

(2) ^(( + l?i' + 6'=0 
und: 

(3) Aa + Bb-{- Z> = 

sei. Die erste dieser beideu Bedingungen drückt aus, dafs die 
Ebene der Geraden parallel sei (§ 37 und 29), während die 
zweite angiebt, dafs der Punkt {a, 6, 0) der Geraden auch der 
Ebene angehöre (g 36, Äufg. 14). 

Eine andere Lösung unserer Aufgabe findet sich § 40 
(A»fg. 11). 

Äufg. 1. Welche der Geraden x^^s-- 1, p^2s-^3; 
X = is -\~ 1, y ^ 18« + 2; X = bg , y '= — g liegt ganz in 
der Ebene 7« — 2^ + 8^; — 3 = 0? 

Aufg. 2. Wie lauten die Bedingungen (2) und (3), wenn 
die Gerade, welche ganz in der Ebene Ax-{- By -\-CZ'\-D = 
liegen soll, eine der Koordinatenachsen ist? 

Äufg. 3. Wie lauten die Bedingungen (2) und (3) dafür, 
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dafs die Gerade a: = ft5 + «, y = vs -^l) gana in einer der 
Koordinaten ebenen liege? 

Aufg. 4. Drücke aus, dafs die Gerade x = iis -]- a, 
j/ = v;; -(- 5 in einer der Winkelhalbierenden der Koordinaten- 
ebenen liegt. 

§ 40. Die Grleiclrangeii einer Geraden zu bestimmen, welche 
durcli zwei gegebene Punkte gebt oder welche durch einen 
Punkt gebt und eine vorgescbriebene Richtung besitzt. 
Bisher haben wir die Gerade im Räume vorzugsweise als 
Schnittlinie zweier Ebenen bestimmt, wir können sie aber 
ebenso gut auch als Verbindungslinie zweier Punkte 



Seien P^ und P^ awei gegebene Punkte mit den Koordi- 
naten a^i, j/i, % und x^, »/g, 0^. Dann kann man (§ 11) die 
Koordinaten eines jeden Punktes der Verbindungslinie von 
Pj und Pg darstellen durch: 



(1) 



' FPs 

ren für jeden Wert von l diese Gleichungen einen ganz be- 
stimmten Punkt der Geraden PiPg. Da man aus jeder der Glei- 
chungen (1) durch Auflösen denselben Wert von X erbalten mufs, 
so folgt nach leichter Umformung, dafs die Doppelgleichung: 

^ -^ «s — i«, Vi- yx ^s — ^1 

allemal aber auch nur dann besteht, wenn (x,y,s) einen 
Punkt der Geraden PiPä bedeutet. Diese Doppelgleichung 
(die man natürlich auch in x ^ Xj^ = ^ ■ _^' ' (^ — ^j) und 
y — ^1 = ^^^ "'- {s — 2^) auflösen kann) repräsentiert daher 
in symmetrischer Form die Gleichungen der Geraden 

In ähnlicher Form können wir die Gleichungen einer 
Geraden darstellen, wenn wir sie nicht durch zwei Punkte 
P^ und Pgj sondern durch einen Punkt Pj und die Eichtungs- 
kosinus cos o; = i, €08^=^?^, cos ]< = g definieren. Setzt 
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man nämlich auf der Geraden P1F2 willkürlich eine positive 
Richtung fest, so sind nicht nur §, tj, ^, soudern auch nach 
GrSfse imd Vorzeichen die Strecke P1P3, die wir mit ä he- 
neiclmen wollen, eindeutig bestimmt und man hat (§ 10): 

(3) S = ^-^, , = fc^, 5 = '-^, 

so dafs man die Gleichung (2) auch in der Form schreiben 
kann: 

(4) — ^ = -^ j— '- ■ 

Dies ist die symmetrische Form für die Gleichungen 
einer Geraden, welche durch den Punkt (a^i, ^i,^i) geht 
und die vorgeschriebene Richtung (|, tj, £) besitzt. 

Man erkennt jetzt auch nachträglich, dafa es flir die Glei- 
chungen einet Geraden einerlei ist, welche der beiden Bieh- 
tungen von PjP.^ man als die positive wählt, denn die Glei- 
chung (4) ändert sich nicht, wenn man |, ij, g durch — |, 
— % — ^ ersetzt. 

Durch Vergleichen mit (4) ergiebt sich, dals auch um- 
gekehrt jede Gleichung von der Form: 



eine Gerade reprasentirfc, die durch den Punkt {a, i, c) geht 
und deren Richtungskosinus proportional ft, f, 9 sind. Man 
erhält daher die Riehtungskosinus selbst, wenn man ji, v, p 
durch y\L^ + »'^ 4" 0^ dividiert. 

Die durch (4) gegebene Darstellung der Gleichungen einer 
Geraden ist wegen ihrer Symmetrie und ihrer Einfachheit be- 
sonders zu beachten, Sie enthält überdies, in eine Gleichung 
vereinigt, die drei Projektionsgleiehungen der durch 
(s^ij J/i,.Si) und {^,%%) definierten Geraden. Dafs iu der 
That die früheren Projektionsgleiehungen: 

X ^ ^ü -\- a , y^=vs + !f 
in unsymmetrischer Form nur ein spezieller Fall der neuen 
Darstellung sind, erkennt man sofort, wenn man sie in der 
Form schreibt: 

X — a. _ y — h £ 
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in der dann deutlich zum Ausdruck gebracht ist, dafs die 
Gerade durch den Punkt {a, b, 0) geht und die Richtungs- 
kosinus : 

_ (^__ _ , "_ ^ _ 

'V^>"^'i' y^^^^+l' /ii' + v' + i 
besitzt. 

Die Gleichung (4) läTst sich noch auf eine andere Form 
bringen, die vielfach mit Vorteil benutzt wird. Da nämlich 
zufolge der Gleichungen (3) jeder der Ausdrucke: 



nach Gröfse und Riehtuug die Strecke P^F, die wir mit l 
bezeichnen wollen, darstellt, so erhalt man für jeden Punkt 
(x, y, 3) unserer Geraden, aber auch nur für einen solchen, die 
Gleichungen: 

(5) x~.x,+ li, y-y, + ln, i-n.+ lt. 

Hierdurch sind x, y, s als abhängig von einem veränderlichen 
Parameter l (I, § 29) dargestellt. Läfst man l alle Werte 
von — oo bis + oo durchlaufen, so durchläuft der Punkt 
(x,y,B) die durch {x^, i/,, Sj), (§, ^, S) definierte Gerade und 
umgekehrt. In diesem Sinne sind also die Gleichungen (5) 
den Gleichungen (1) analog, in welchen a;, «/, z durch den 
veränderlichen Parameter X ausgedrückt sind, unter der 
Annahme, dafs die Gerade durch zwei Punkte definiert sei. 

Aufg. 1, Zeige, dafs die Gleichungen einer Geraden, welche 
durch den Anfangspunkt geht und die Richtung (|, ij, £) be- 
sitzt, lauten: 



(Yergl. § 12, Aufg. 5.) 

Aufg. 2. Zeige, dafs die Gleichungen einer Geraden, welche 
den Anfangspunkt mit dem Punkte (x^, y-^, 0,) verbindet, lauten: 



Zeige dies direkt geometrisch. 

Aufg. 3. Gieb die Gleichungen der Verbindungslinie der 
Punkte (1,5,2) und (0, ~ 1, — 5) au. Untersuche, ob auf 
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(lieser Geraden die Punkte (2, 1, — 4), (0, 0, 0), (3, 0, — 1), 
(2,11,9) liegeH. 

Aufg. 4. In welehem Punkte trifft die Gerade P^Ps ^'^ 
Ebene Ax + S;/ + C« + D = 0? Wende zur Ermittlung 
die Formeln (1) an nnd bestimme das Teil Verhältnis A so, 
dafs X, y, e der Gleichung der Ebene genügen. Man erhält 
dann A in Form eines Bruches. Welche geometrische Be- 
deutung würde das Verschwinden des Zählers oder des Nenners 
dieses Bruches haben? Was würde das Verschwinden von 
Zähler und Nenner bedeuten? {§ 26, Aufg. 7.) 

Äufg. 5. Welche Teil Verhältnisse kommen den Schnitt- 
punkten der Geraden P, Pj mit den Koordinatenebenen zu? 

Aufg. 6. Bestimme die Teilverhältnisse und die Koordi- 
naten der beiden Schnittpunkte der Verbindungslinie (2, 5, 7) 
und ( — 1,11,4) mit den beiden Halbierungsebenen der Win- 
kel der a'y-Ebene und der j/^-Ebene. 

Aufg. 7. Bestimme den Winkel, welchen die Verbin- 
dungslinie der Punkte (5, 0, — 2), (1, 4, 7) mit derjenigen der 
Punkte (0, 11, 5), (— 8, 17,2) bildet, unter der Voraussetzung, 
dafs auf beiden Geraden die positive Richtung von dem ersten 
Punkte nach dem zweiten hin gehe. 

Äufg. 8. Wenn sich in Aufg. 4 für A der Wert — 1 
ergiebt, so heifst dies, die Gerade 'P^'P./^ ist der Ebene parallel. 
Leite daraus das in § 28 und § 29 entwickelte Kriterium: 
yl| + P^ + C£ = 

Aufg. 9. Zeige, dafs durch Gl. (4) des § 29 zugleich 
folgende zwei Aufgaben gelöst sind: 1) Die Gleichung der 
Ebene zu finden, welche durch die beiden sich schneidenden 
Geraden: 

IT ~ »Ji " ?! ^^ ia ~" % " ~F. ' 

bestimmt ist; 2) die Gleichung der Ebene zu bestimmen, 

welche durch die Gerade — r— ^ ^ — = geht und 

S. Ii Si » 

zu der Ebene x\^-\- yyii-\- sl^ — 8 ^^ normal ist. (§20, 
Aufg. 5 und 7.) 

Aufg. 10. Die durch die beiden parallelen Geraden: 



y Google 



bestimmte Ebene lautet: 

+ (^ - ^i) ((^. - *i) *)- (3/. -;/,)§) = . 

{Vergl. § 29, Gl. 4 und Aufg. 7.) 

Aufg. 11. In welehem Punkte trifft die durch (iCj, j/^, S[), 
(l 7}, e) definierte Gerade die Ebene Ax -}- By -}- Cß -\- 7>= 0? 
Wende die Gleicbungen (5) an und diskutiere, wie in den Auf- 
gaben 4 und 8, alle denkbaren Falle, Beantworte namentlich 
die Fragen: Wann ist die Gerade der Ebene parallel (l^ oo) 
und wann liegt die Gerade ganz in der Ebene (l unbestimmt)? 
Beachte die Gleichungen (2) und (3) von § 39 und konsta- 
tiere die Übereinstimmung derselben mit dem gefundenen Kri- 
terium. 

Aufg. 12. Löse dieselbe Aufgabe unter der speziellen 
Voraussetzung, die gegebene Ebene sei eine der Koordinaten- 
ebenen, 

Aufg. 13. Zeige, dafs die Gleichungen der Winkelhal- 
bierenden der beiden in derselben Ebene befindlichen Geraden: 

lauten: 

Bestimme die wahren Werte der Richtungskosinus dieser 
Winkelhalbierenden in rationaler Form (§ 12, Gl. 2). 

Aufg. 14. Die Gleichung der Geraden zu bestimmen, die 
durch (1, 2, — 3) geht und deren Richtungskosinus sich wie 
4 : 3 : ■— 5 verhalten. Liegt der Punkt (3, — 1, 7) auf der 
Geraden? Welches sind die wahren Werte der Richtungs- 
kosinus? 

Aufg. 15, In welchem Punkte trifft die Gerade: 

die Ebene 3a: -f- 5y — ^ = 8? Kann man die Gleichungen (5) 
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benutzen, ohne vorliur die wahren Werte der Riclitiiugskosinus 
KU bereelinen? 

Löse die gleiche Aufgabe für die durch den Anfangs- 
punkt gezogene Parallele der gegebenen Geraden. 

Aufg. 16. Welches ist die Entfernung des Anfangs- 
punktes von der Geraden ■ ■- ^ - ' ^ " ^^ — —-'-'? Be- 

nutze die Formel d ^ r^ sin (p, wenn ä die gesuchte Entfer- 
nung, »"i^ OP^ und ip der von r^ und der gegebenen Geraden 
eingeschlossene Winkel ist. (Vergl. § 12, Aufg. 5.) 
Aufg. 17. Der Winkel fp, welchen die Gerade: 
ie — X, ^ y_— Xi, = ^ ~^i 

p. V 

mit der Ebene Äx ■{■ By -\- Cs -\- D = (resp. mit der Nor- 
malen derselben) bildet, wird aus: 

Aii+ Jiv + Gq 



berechnet (§ 28, Aufg. 5). Gieb auch sin qt an und zeige, 
dafa die durch (a;^, y^, Sj) gehende Normale der Ebene die 

Gleichung ~^ = ^-^ = ^^' besitzt. 

Aufg. 18. Zeige, dafs die durch den Punkt (x^, %, s^ 
zu den beiden Ebenen A^x + B^y + C^s -|- ß^ = und 
Ä^x -j- BäJ/ + ^^2^-}- -^3= gezogene Parallele die Gleichung 

Aufg. 19. Unter welchen Winkeln trifft die Gerade 
- — ^ — = — 7-^ = _"., die Koordinatenebenen? Oder die 
Winkelhalbierenden x + y = Q'( 

Aufg, 20. Bestimme den Schnittpunkt der Geraden 

— — ^ c= ^ — 21 = — ^ mit ihrer durch den Punkt (x^, «,,, a,) 
i 11 t y üy ^'» ü/ 

gehenden Normal ebene. 

Leite zu diesem Zwecke die Gleichung der Normalebene 
ab \vaA verfahre dann wie in Aufg, 11. 

Aufg. 21. Bestimme mit Hilfe der vorhergehenden Auf- 
gabe die Gleichung der Normalen, welche man von {31q,%,^o} 
auf die Gerade fällen kann. 
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Äufg, 22. Zeige, tlafs die BediuguDg dafür, dafs die 
Geraden: 

sich sclmeiden, lautet:- 

(rt, - X,) (% g, - ^, S.) + (!/. - »,) (5i I, - k I.) 

+ (».-8.)a%-i.io-('- 

Benutze zum Beweise entweder die Gleichungen (5) und uiiter- 
suehe, unter welcher Bedingung der Punkt: 

(*i + ^Ji; Vi^kn,, H + kii) 

zugleich ein Punkt: 

(*,+ !,!„ y,+ kri„ «, + i,a 

aein kann, oder aber beachte die wiederholt benutzte wichtige 
Gleichung (4) in §29, welche das Kriterium ohne jede Rechnung 
direkt liefert, 

Aufg. 23. Gegeben sei das Tetraeder (3, 2, — 6), 
(1, — 4, 1), (5, 1, — 6), (— 1, 2, 2). Bestimme die Gleichung 
der durch die Spitze P^ gehenden Höhe, sowie die Gleichungen 
der drei Ebenen, welche resp. durch P^, J^, P4 und diese 
Höhe gehen. Beachte beim Resultate § 31. 

Aufg. 24, Zeige, dafa durch Aufg, 10 zugleich die Auf- 
gabe gelöst ist, die Gleichung der Ebene anzugeben, welche 
den Punkt (a:,, y^, Sj) mit der Geraden: 

verbindet. 

Aufg. 25. Bestimme die Gleichung der Ebene, welche 
durch (2, 5, — 3) geht, der Verbindungslinie von (1, 4, — 3) 
mit (2, — 6, 7) parallel ist und auf der Ebene hx — 2y 
+ 3.S — 8 = senkrecht steht. Fälle das Lot von (2, 5, — 3) 
auf die gegebene Ebene, bestimme seine Gleichung und zeige, 
dafs es ganz in der gesuchten Ebene liegt. 

Aufg. 26. Zeige, dafs die Gleichungen (1) und (2) auch 
bei schiefwinkligen Koordinaten gelten. 
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§ 41. Der kürzeste Abstand zweier windscMefer Greraden. 
Die beiden Geraden seien durch die Gleicbungeu gegeben: 

^^^ ~ir' ^ '^ " X '" ' 

Maü lege durch jede der beiden Geraden eine Ebene 
parallel zu der anderen. Die Gleichungen dieser parallelen 
Ebenen lauten (§ 29, Gl. 4): 

(3) (x - a),)(,,g, -n.Q + is- 9,)(S.S, - S>li) 

(4) ix - »;,)(,, S,- ,,5) + (s - ä/,)(5,l, - 5,1.) 

+ («-J,)(|,,,-|,,,)-0. 
Der senkrechte Abstand ä der beiden Ebenen ist zugleich der 
gesuchte kürzeste Abstand der gegebenen Geraden. Man erhält 
ihn am einfachsten, wenn man in die auf die Normalform ge- 
brachte Gleichung (4) die Koordinaten <x^^, j/j, %, oder wenn 
man in die auf die Normallorm gebrachte Gleichung (3) die 
Koordinaten a-^, %, r^ für x,y,s einführt (§ 26). In beiden 
Fällen erhalt man untei Berücksichtigung der Gleichung: 

(1,6, - lAY + ttli ~ S,S,)' + Hin, - l,n,)' - »■>" 9, 

wo if den Winkel der beiden Geraden bedeutet, für den kür- 
zesten Abstand d, vom Vorzeichen abgesehen, die Formel: 

(6) <i sin T - (X, - »,)(,, t, - „,(,) + (S, - J,)(5,S,- t,i,) 

Der Lage nach wird der kürzeste Abstand bestimmt durch 
die Schnittlinie der beiden Ebeuen, welche durch die gegebenen 
Geraden gehen und auf den Parallelebenen (3) und (4) senk- 
recht stehen. Die Gleichungen dieser Normalebenen erhalten 
wir aber, wenn wir in der Fundamentalgleichung (4) des 
§ 29 das eine Mal ^g, %, i^, das andere Mal li, iji, £^ durch 
Viti—Vsti, &iSa~£ä^i, li% — Sali ersetzen. So ergeben 
sieh nach leichter Umformung die Gleichungen der kür- 
zesten Entfernung in der Form: 



y Google 



— 97 — 

(6) (x - ccjd, cus ip~h) + (s — Si)(<!, cos 9 — 1,) 

+ (a-^Oftcos q,- ü-0, 

(7) (x — x,)(i, cos t — ld + dl - sOCli cos (p — 1,) 

+ (8-«,)a,cosT- y-=o. 

Äufg, 1. Man kann die Gleiebuag (5) auch mit Hilfe 
der absoluten Glieder der auf die Normalform gebracliten 
Gleichungen (3) und (4) ableiten. Dabei darf aber folgender 
Umstand, der namentlich bei numerischen Rechnungen leicht 
EU Fehlern führen kann, nicht übersehen werden. Die Glei- 
chungen (3) und (4) werden durch Division mit sin ip auf 
die Normalform gebracht, wo überdies noch dem Divisor sin qi 
ein ganz bestimmtes, von dem absoluten Gliede der betreffen- 
den Gleichung abhängiges Vorzeichen zu geben ist, Ist nun 
dieses Vorzeichen für beide Gleichungen (3) und (4) das- 
selbe, so bedeutet dies, dafs die vom Anfangspunkte auf 
die beiden Ebenen gefällten Senkrechten d^ und S^ die gleiche 
Richtung haben. In diesem Falle wird d durch die Differenz 
^1 — ^a dargestellt. 

Hat man dagegen, um (3) und (4) auf die Normalform 
zu bringen , bei der einen Gleichung dem Divisor sin (p das 
entgegengesetzte Vorzeichen zu geben wie bei der andern, 
so heifst dies, dafs die von aus gemessenen Abstände 8^ und 
ä^ entgegengesetzt gerichtet sind. In diesem Falle befindet 
sich also der Anfangspunkt zwischen den beiden Ebenen 
und d wird daher durch die Summe S^ -{- S^ dargestellt. 

Man erkennt leicht, dafs man in beiden Fällen zu der 
Formel (5) geführt wird, die man aber bei Nichtbeachtung 
der angegebenen Verhältnisse, namentlich bei numerischen 
Rechnungen, unter Umständen verfehlen, würde, 

Aufg. 2. Da die Normalenrichtungen der Ebenen (6) und 
(7) und die Richtuugeu (gj, jj^, g^), (i^, %, ^) einer und der- 
selben Ebene parallel sind, so kann man die Gleichungen (6) 
und (7) auch ganz direkt mit Hilfe der Gleichungen (6), § 14^ 
hinschreiben. 

Aufg. 3. Beachte, dafs das Verschwinden der rechten 
Seite der Gleichung (5) die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür ist, dafs die gegebenen Geraden sich schnei- 
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den. Man gelangt so ku dem früher (§ 40, Äufg. 22) ent- 
w! ekelten Kriterium. 

Aufg. 4. Beweise, dafs die Länge des kürzesten Äb- 
standes der beiden Geraden x = ft^Ä -f- t^i , y = ",3 + hy und 
'X = fi^S + (^a, y ^ f^Z -f- Ja gleich ist; 

^ _ (g, - a , )(v, - r,) - (b, - 5a)(ft - ft,) 

Was würde das Versehwinden des Zählers bedeuten? (§ 38.) 
Äufg. 5. Bestimme die Länge und die Gleichungen des 

kürzesten Abstandes der Geraden — | — - = ^ — r— ^ 

von einer der Koordinatenachsenj etwa der a:-Achse. 

Äufg. 6. Bestimme die Länge und die Gleichungen des 

kürzesten Abstandes der Geraden — z — - = '- = — — — 

li V, li 

von der Geraden x ^ y ^= £. (Vergl. Aufg. 7.) 

Aufg. 7. In den Gleichungen (1) und (2) des Textes 
war vorausgesetzt, dafs |^, ?)j, t,^ und Ig, ri^, £3 die wahren 
Werte der Richtungskosinus seien. Wie gestalten sieh die 
Untersuchungen für die beiden Geraden: 

^ — a^ i ^^ y — y, ^ s — ^1 - ~ .^ =^ y^zJb. == ^ ~ ^ ä 

fi "1 01 ' Pa "i fi ' 

wenn iiy, v^, Pij (t^i ^si Pa '^'^^ proportional den betreffen- 
den Richtungskosinus sind? 

Aufg. 8. Beetimme, nach Gröfse und Lage, den kürzesten 
Abstand der beiden Geraden x = a, y = }) und x ^ y ^ 0. 

Aufg. 9. Gegeben sei das Tetraeder (3,2, — 4), (1, — 4,5), 
(6, 5, 9), (2, — 3, 1). Lege durch jede der beiden Kanten 
PjPg und PgPi eine Ebene parallel der andern. Bestimme 
die Gleichungen dieser Ebenen und gieb die Länge, die Rich- 
tungskosinus und die Gleichungen des kürzesten Abstandes 
der beiden Kanten PiF^ und P3P4 an. 

Aufg. 10. Gieb die Länge und die Richtung des kür- 
zesten Abstandes der beiden Parallelen; 

^ ^ V ~ S ^ ~ V ^ S 

an. (Vergl. § 14, Aufg. 12.) 
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ÄTifg. 11. Wie modifiziereD sich die Gleichungen des 
Textes, wenn die beiden gegebenen windschiefen Geraden zu 
einander normal sind? 



Fünftes Kapitel. 
Die Kugel. 

§ 42. Die Gleichung der Kugel. 

Die Kugel ist der Ort aller Punkte, welche von 
einem festen Punkte M den gleichen Abstand r haben. 

Der gegebene feste Punkt heifst der Mittelpunkt, der 
konstante Abstand r der Radius der Kugel. Bezeichnet mao 
mit a, b, c die Koordinaten des Mittelpunktes, mit x, y, s die- 
jenigen eines beliebigen Punktes P der Kugel, ao ist nach 
Definition : 

(1) (* - »)■ + (9 ^ 6)' + (5 -»)■-.•>. 

Für alle Punkte (x, y, s) innerhalb der Kugel ist die linke 
Seite dieser Gleichung kleiner, für alle Punkte aufserhalb der 
Kugel gröfser als r^ (§ 10, Gl. 4). Die Gleichung (1) wird 
daher allemal aber auch nur dann erfüllt, wenn x,y,3 
die Koordinaten eines Punktes der Kugel bedeuten; wir nennen 
sie daher die Gleichung der Kugel. 

Durch besondere Wahl des Mittelpunktes erhält man 
spezielle Kugelgleichungen, unter denen folgende hervorgehoben 
werden mögen. 

Ea bedeutet: 

die Gleichung einer Kugel, deren Mittelpunkt in der a;i/-Ebene 
liegt; 

(3) (_x-df+y'+^^=^f^ 

die Gleichung einer Kugel, deren Mittelpunkt sich auf der 
3:-Aehse befindet; 

(4) x^+f+z^ = 2rx 

die Gleichung einer Kugel, deren Mittelpunkt auf der a!-Ächae 
liegt und welche durch den Anfangspunkt geht; 
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(5) ie' + s'+s"— 201 + 261/ + 2cs 

die Gleichung einer beliebigen diircb den Anfangspunkt gehen- 
den Kngel; 

(6) a:> + j> + 2'_r' 

die Gleichung eitler Kugel, deren Mittelpunkt der Anfangs- 
punkt ist. 

Da die Gleichung (1) durch Multiplikation mit einem kon- 
stanten Faktor A^ in ihrer Bedeutung nicht geändert wird, 
>0 folgt: 

Die allgemeine Gleichung einer Kugel ist eine 
in Bezug auf x, y, s quadratische Gleichung, in wel- 
cher die Glieder mit ys, ex, xy fehlen und die Glieder 
mit x^, ^, e^ denselben Koeffizienten besitzen, sie ist 
also von der Form: 

(7) J^{x^ -\- y^ -{■ ^^) -j- Ax-i- By-i- Cs-^ n^O. 
Umgekehrt stellt jede Gleichung dieser Form die 
Gleichung einer Kugel dar, wenn sie überhaupt eine 
geometrische Bedeutung hat. 

Um die Richtigkeit des Schlusssatzes einzusehen, braucht 
man nur Gleichung (7) durch Division mit dem von Null ver- 
schiedenen Faktor A^ auf die Form zu bringen: 

Diese Gleichung und folglich auch (7) stellt eine Kugel dar, 
deren Mittelpunkt die Koordinaten: 



hat und deren Radius: 

VA^ + . B^ + G' — i "Ä~D 

^'^ """"""" 2Ä, '" 

ist. Nur für den FaJl ^= + B^+ C' — 4^oD < wird r 
imaginär; der Gleichung (8) und folglich auch der Gleichung (7) 
kann dann durch kein reelles Wertetripel w, y, s genügt werden. 
Da die Gleichung (7) durch Division mit Ä^ stets auf 
die Form: 
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(9) x^ -\- y^ + s^ -\- Äx + By + Cs + D = 

gebracht werden kann, so erkennt man, dafa die allgemeine 
Kugelgleichung vier Konstanten enthält und demnach durch 
vier in Bezug auf A, S, C, J) lineare Bedingungen eindeutig 
bestimmt werden kann. Eine Kugel ist daher z, B. durch 
vier Punkte im allgemeinen vollständig definiert. 

Aufg, 1. Gieb entsprechend den Gleichungen (2) bis (6) 
alle Möglichkeiten für die Lage des Mittelpunktes einer Kugel 
in Bezug auf das Koordinatensystem an und schreibe jedes- 
mal die Gleichung der Kugel auf. 

Aufg. 2. Eine Kugel sei durch den Mittelpui]kt(5, — 1, — ?>) 
und den Radius r = 10 gegeben. Untersuche, ob die Punkte 
(1,2,-3), (0,0,0), (5,-1,7), (0,1,0) innerhalb, auf oder 
aufserhalb der Kugel liegen. 

Aufg. 3. In welchen Punkten trifft die ^-Achse die 
Kugel {x — af -Ar (jß — hf -\- {s — cf = r^? Zeige, dafs das 
Produkt der beiden auf der si-Aehse gebildeten (vom Anfangs- 
punkte aus gerechneten) Abschnitte gleich a^ -\- b^ -\- c^ — r^ 
ist. Welche Folgerungen ergeben sieh hieraus für die Rich- 
tungen dieser zwei Abschnitte? 

Aufg. 4. Bestimme die Schnittpunkte der Kugel: 
x^ + f + s^ + Äx -\- Sy + Cs + D = 
mit den Achsen und zeige, dafs das Produkt der Achsenab- 
schnitte für jede der drei Achsen dasselbe ist. 

Aufg. 5. Es seien i^, l^; »»j, j»s; »j, «3 sechs Zahlen, 
welche der Relation ?ji2= %)%^ w^Ha genügen. Bestimme 
die Gleichung der Kugel mit den Achsenabsehnitten l^, l^; 
j»i, JMa; %, «a und gieb die geometrische Bedeutung der Koeffi- 
zienten der Gleichung x^-^-^-j-s^-^ Ax-\-By-\- C0+ D==0 
an. (Yergh Gl. 8.) 

Aufg. 6. Gieb den Mittelpunkt und den Radius der 
Kugel 5(x^ + y^+ s^) — 7a; -f- 2j/ + 11s = 1 an. 

Aufg. 7. Zeige, dafs die durch Gleichung (6) dargestellte 
Kugel symmetrisch ist in Bezug auf die Koordinatebenen, die 
Achsen und den Anfangspunkt. 

Aufg. 8. Löse Gleichung (6) nach x,y oder s auf und 
diskutiere die entstehenden Formeln, namentlich auch iu Be- 
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zug auf die Realität der Koordinate, nach welcher aufgelöst 
wurde. 

Aufg. 9. Zeige, dafs alle Gleichungeü: 
A(*' + / + s') + ^Ä + J?^ + C« + -ß = , 
welche sieh nur in dem konstanten Gliede D unterscheiden, 
konzentrische Kugeln darstellen. 

Aufg. 10. Durch den Anfangspunkt und die Punkte 
{5, — 1, 3), (2, 7, ~ 4), (0, 3, 0) ist ein Tetraeder bestimmt. 
Wie heifst die Gleichung der umschriebenen Kugel, welches 
ist ihr Mittelpunkt, welches ihr Radius? 

Aufg. 11. Die Gleichung einer Kugel mit dem Radius r 
lautet in Bezug auf jedes beliebige durch deo Mittelpunkt 
gelegte rechtwinklige Koordinatensystem x^ -\- y^ -\- 0^ = r^ 
Leite diesen geometrisch evidenten Satz ab durch Übergang 
von einem rechtwinkligen Koordinatensystem zu einem andern 
mit demselben Anfangspunkte (g 22, Aufg. 4). 

Aufg. 12. Beachte, dafs jeder Punkt der Kugel: 
^* + / + «^ = i"^ 
sowohl durch die Formeln x = r cos cc, if = rßosß, s = rcosj' 
(cos^ a -\- cos^ ß -\- eos^ y = t), als auch durch x = r cos 95 cos ip , 
y = r cos -q) sin i/f, s = r sin ip dargestellt werden kann (§ 9 
und § 21). 

§ 43. Die Kugel und 'die Ebene. Die Gleichungen des 
Kreises im Räume. 
Um den Schnitt einer beliebigen Ebene mit einer Kugel 
zu bestimmen, wählen wir den Mittelpunkt der letzteren zum 
Anfangspunkte und setzen die ^^-Achse als normal zu der 
Ebene voraus (g 42, Aufg, 11). Die Kugel und die Ebene, 
deren Abstand vom Mittelpunkte durch d bezeichnet sein 
möge, haben dann die Gleichungen: 

(1) a:^+/ + sä=rS 

(2) B = ö, 

(3) j:^^f=r'^6^ 

ergiebt als Gleichung der Projektion des gesuchten Schnittes 
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auf die x-)/ -Ebene, Diese Gleiclmiig stellt für d <ir einen 
Kreis dar, der mit dem Radius Yr^ — ö^ um den Anfaags- 
punkt beschrieben ist. Folglich ist auch der mit seiner Pro- 
jektion kongruente Schnitt der Ebene 5 = d mit der Kugel 
x^ -^ y^ -\- s^ '= r^ ein Kreis, der mit dem Radius "j/r" — d^ 
um den Pufspunkt des vom Mittelpunkte auf die Ebene ge- 
fällten Lotes beschrieben ist. Für d = geht die Ebene 
durch den Mittelpunkt, ihr Schnitt mit der Kugel ist dann 
ein gröfster Kreis, für d = r reduziert sich der Schnitt auf 
einen Kreis mit dem Radius Null, d. h. auf einen Pankt. In 
diesem Falle sagt mau, die Ebene berühre den Kreis (siehe 
§ 45). Für d > r kann Gleichung (3) durch kein reelles 
Wertepaar x, y befriedigt werden, die Ebene hat keinen reellen 
Punkt mit der Kugel gemein. 

Da diese Resultate durchaus unabhängig von dem ge- 
wählten Koordinatensystem sind, so folgt, dafs jede Ebene: 

(4) ÄX + By + Cs + B'^O 
die beliebig gegebene Kugel: 

(5) (-j:^af+{y-V)'+(,i~ef~^-f> 

iu einer Kreislinie schneidet, in einem Punkte be- 
rührt oder gar nicht achneidet, je nachdem ihr Ab- 
stand vom Mittelpunkte der Kugel kleiner, gleich 
oder gröfser ist als der Radius. 

Die beiden Gleichungen (4) und (ö) werden gleich- 
zeitig allemal aber auch nur dann erfüllt, wenn x, y, s die 
Koordinaten eines Punktes der Kreislinie bedeuten, welche 
die Ebene (4) mit der Kugel (5) bestimmt. Man nennt sie 
daher die Gleichungen dieser Kreislinie. Da umgekehrt 
jeder Kreis im Räume als Schnitt einer Ebene mit einer 
Kugel aufgefafst werden kann, so folgt, dafs jede Kreis- 
linie im Räume durch zwei Gleichungen von der Form 
Ax-\-By-\-Cz + l) = und ix-aY+{y-hf+{g—cf—r''^(i 
dargestellt werden kann, 

Aufg. 1. Bestimme den Abstand der Ebene: 
Ax -\- By -\- Cs ■\- B == 
von dem Mittelpunkte der Kugel: 
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(X - af + (y - W + (^ - cf = r^ 

und sprich die Bedingung aus, untec welcher die Ebene die 

Kugel schneidet, berührt oder nicht sehneidet. Bestimme im 

Falle des Schneidens den Radius des Kreises. 

Aufg. 2. Schneidet die Ebene 2x—ly-\-ß = 4 die 
Kugel 2(a;'= + ?/^+sO — 11^ + 5j/ + 4s = 3? 

Aufg. 3. Bestimme die Projektionen des Schnittes der 
Ebene Ax + Bi/ + D ^ 0, welche zur xy-'Ehene senkrecht 
steht, mit der Kugel «^ + y^ + / = r^. Zeige, dafs die 
Projektionen' auf die a;3-Ebene und auf die ys-Ebene Ellipsen 
sind. Bestimme die Lage und die Dimensionen derselben. 

Aufg. 4. Beachte, dafs die Gleichungen der durch den 
Mittelpunkt der Kugel (x — ay -\- (^ — hf + (s — cf = r^ 
gehenden Normalen der Ebene Ax + By -\- Cg -\- D = 
lauten ^ ^~- = —"^— = -^— oder auch x = a -{- lA, y = & 
-\-lB, s '^ c -}- IC. Bestimme daraus die Koordinaten des 
Mittelpunktes des Schnittkreises. Gieb auch die Koordinaten 
der beiden Punkte an, in welchen die Normale die Kugel trifft, 
Aufg. 5. Unter Benutzung der Abkürzungen: 
K= (X - ay-\-(p - bf-\-{B ~ cf-r' 
und: E = ^x + 5y + (7« + Z) = 

seien K= und £ ^= die Gleichung einer Kugel und einer 
Ebene. Da für jeden Punkt des Schnittkreises, und nur für 
solche, die Gleichungen Ä"=0, £ = gleichzeitig bestehen, 
so gilt dasselbe auch von den beiden Gleichungen K-j- m=0, 
_E = , wenn l einen beliebigen Parameter bezeichnet, denn 
das zweite Gieiehungspaar ist nur eine Folge des ersten und 
umgekehrt. Es können daher ebenso gut K -{- kE=0 und 
iJ = als die Gleichungen des Schnittkreises bezeichnet 
werden. Zeige nun (§ 42), daXs K-\-lE^O die Gleichung 
einer Kugel ist, welche durch den Kreis Ä^ = 0, E ==0 hin- 
durchgeht und deren Mittelpunkt (man bestimme die Koordi- 
naten desselben) also auf der in Aufg. 4 besprochenen Nor- 
malen liegt. Zeige Überdies, dafs K -\- IE = Q alle diese 
Kugeln darstellt, wenn man X alle Werte von — oo bis -|- c» 
beilegt. Dadurch wird die in der Definition der Gleichungen 
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eines Kreises im Räume enthaltene Umbestimratheit be- 
seitigt 

Aufg. 6. Gieb die Gleichting der Kiigelschaar an, welebe 
durch den Schuittkreis der Kugel: 

und der fl;j/-Bbene bestimmt ist. 

Aufg. 7. Untersuche, unter welcher Bedingung sich unter 
dieser Schaar Kugeln befinden, welche die ^^-Ebene oder die 
S3;-Ebene berühren, Gieb die erforderlichen Werte des Para- 
meters X an. 

Aufg. 8. Man bestimme die Gleichung der Kugel, welche 
durch den Kreis 3{x^ + i/^ + 5^) — a; + 4y — 7^ = 11 , 
4x — 5i/ + s = 1 und durch den Anfangspunkt hindurchgeht. 

Aufg. 9. In welcher Beziehung steht die durch den An- 
fangspunkt gehende Kugel x^ -\-y^ -\- ^^ -{- Ax-\- By-\- Cs = 
zu der Ebene Äx 4- By -{- 0^ = 07 (Suche die gemein- 
samen Punkte von Ebene und Kugel.) 

Aufg. 10. Durch welche Gleichung lassen sich alle Kugeln 
darstellen, welche die drei Koordinatenebenen gleichzeitig be- 
rühren? 

Aufg. 11. Beachte, dafs die bisher untersuchten Linien 
im Räume, die Gerade und der Kreis, jedesmal durch zwei 
Gleichungen dargestellt werden. 

Aufg. 12. Beweise, dafs durch jede Gerade des Baumes 
zwei Ebenen gehen, welche eine gegebene Kugel berühren. 
Die Ebenen können reell und verschieden, reell und zusammen- 
fallend oder imaginär sein. Zum Beweise schreibe man ein- 
fach die Bedingung dafür auf, dafs die Ebene S^ ~\~ AJSj = 
des durch Ej = 0, E^ = bestimmten EbeuenbUschels die 
Kugel x^-{- y^-^ s^^ r^ berühre. Man erhält alsdann eine in 
i. quadratische Gleichung, wodurch der Satz bewiesen ist. 

Aufg. 13. Bestimme die Gleichungen der beiden Ebenen, 
weiche durch die a:-Ächse gehen und die Kugel: 
(x-^2f+(s-bf+{s-S)'-4 
berühren. 

Anfg. 14. Der Punkt (x^, y^, Si) liege aufserhalb der 
Kugel a:^+ y* + 2^ = ^^- Drücke die Bedingung dafür aus, 
dafs die durch den Punkt (^i,yi,^i) gehende Ebene: 
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4(1 - «J + jS(j, - »,) + C(5 - ...) _ 
die Kugel berühre. Führe in die Bedingung für A, B, C die 
Koordinaten x, y, s des Berührungspunktea ein, wodurch die 
Bedingung in xx^^ + ^J/i + ss^^ = r^ übergeht. Schliefse daraus, 
ilafs die sämtlichen durch (a^, , y^, s^ gehenden Berührungs- 
ebenen die Kngel längs des Kreises berühren, dessen Glei- 
chungen ^ ■\- •>/ -\' ^ =^ r^ und xx^ + j/j/i + ss^ = f^ sind. 
Beachte, dafs die Verbindungslinie des Anfangspunktes mit 
dem Punkte {x^, i/, , g^ senkrecht steht auf der Ebene: 

^^1 + 2/^1 + ^%=^^ 
des Kreises. (Siehe übrigens § 44.) 

§ 44. Die Kugel und die Gerade. Tangenten und 

Tangentenkegel. 
um die Schnittpunkte der Geraden Pi^^ mit der Kugel 
^ -\- y^ -\- !? = r^ zu finden, erinnern wir uua, dafs ein jeder 
Punkt P der Geraden durch die Koordinaten: 
,,, X, -f- Ix, y, + 1% z, + X^„ 

(1) x-^-^, y-'-i^f, ^-\\i 

dargestellt werden kann. Soll nun P auch ein Punkt der 
Kugel sein, so müssen seine Koordinaten der Gleichung; 

x^ -\- y^ -\- Z^ = r^ 
genügen. Dies führt zu einer in Bezug auf das Teilverhält- 
nis k quadratischen Gleichung, welche geordnet lautet: 

(2) l\x,' + ?// -1- ^,^ - r') + 2A(^^, + y,y, -|- s,^, - ^ 

Daraus folgt aber, dafs jede Gerade PjPj die Kugel in 
zwei Punkten schneidet, welche reell und Terschieden, 
reell und zusammenfallend oder imaginär sein können. Sind 
die Wurzeln -l, und J^ der quadratischen Gleichung reell, so 
erhält man die Koordinaten der gesuchten Schnittpunkte, in- 
dem man in den Gleichungen (1) an die Stelle von l erst A, 
und dan X s t t 

Die S al t t le beiden Wurzeln ij und Ag ist nun ab- 
hängig n I m V eichen der Diskriminante der quadra- 
tischen C 1 In 11. von: 
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— (V + )' + '' — '') W + S,' + 'i -~ <■')■ 
Durch Äusrecbnen läs3t sich J leicht auf die Form bringen: 

(4) ^ — r"d' — 4J', 
wenn man zur Abkürzung setzt: 

(5) (P - (li ~ x,f + (!/, - !,,)' + (», - l,f 
und; 

(6) il' - (!/,., -fe«,)' + («,% - «,«,)' + («,!/, - «<!/i)'- 
Dann ist aber i^ niclita anderes als die Länge der Strecke P^Fi 
und J der Inhalt des Dreiecks, welches der Anfangspunkt mit 
dieser Strecke P^P^ bestimmt. Bezeichnet man die Länge der 
Senkrechten vom Anfangspunkte auf die Gerade P1P3 mit d, 
so ist J ^ \dS, AJ^ = ä*8^ d. h. es ist J ^0, je nachdem 
r p S ist und man kommt zu dem geometrisch evidenten 
Resultate: 

Jede Gerade P-iP^ schneidet die Kugel in zwei 
Punkten, welche reell und verschieden, reell nnd zu- 
sammenfallend oder imaginär sind, je nachdem der 
Abstand der Geraden vom Mittelpunkte kleiner, gleich 
oder grösser ist als der Radius. 

Fallen die beiden Schnittpunkte zusammen, hat man also 
^ = 0, Aj = Ag, so nennt man die Gerade P^P^ eine Tan- 
gente der Kugel. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung da- 
für, dass die Gerade P^P^ eine Tangente der Kugel 
x^ -\- y^ ■\- s^ = r' sei, lautet demnach: 

.^s (ßi^i + ViV^ + ^1^2 — fy 

- ' = (^1' + ¥1' + ^/ - »-"X^/ + y^' + %' - *■')■ 

Es sei jetzt Pj ein fester Punkt ausserhalb der Kugel, 
P^ dagegen soll veränderlich und nur der Bedingung unter- 
worfen sein, dass P^P^ die Kugel berühre. Schreiben wir 
P,x,y,s statt Pg, %, j/g, iSj, so sind die Koordinaten von P 
nur der Bedingung nnterworfen: 

^ ^ = {x^ + f + d' - ■>^')W + y^^ + 4' - O- 
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Diese Gleichung wird allemal aber auch nur dann erfüllt, 
wenn der Punkt (x, y, 2) auf einer der Tangenten liegt, welche 
man von P, aus an die Kugel legen kann. Da jede Fläche, 
welche durch die Bewegung einer durch einen festen Punkt 
gehenden Geraden erzeugt wird, ein Kegel genannt wird, so 
bezeichnen wir die von den sämtlichen durch P^ geheniJen 
Kugeltangenten erzeugte Fläche als den zu P^ gehörigen 
Tangentenkegel der KugeL Die Gleichung (8) ist die 
Gleichung dieses Tangentenkegels. 

Aus der Form der Gleichung (8) gelit unmittelbar hervor, 
dafs sämtliche Punkte <3es Kreises, welchen die Ebene; 

(9) XX, + yy, + ^g. - r^ = 
aus der Kugel: 

(10) x' + f + .^' - f^ = 
heraussehneidet, auch Punkte des Tangentenkegela sind, und 
ebenso, dass alle Punkte, welche die Ebene (9) mit dem 
Tangentenkegel gemein hat, auch auf der Kugel liegen müssen. 
Der Tangentenkegel berührt also die Kugel längs des durch 
die Gleichungen (9) und (10) dargestellten Kreises. Die Form 
der Gleichung (9) zeigt überdies, dafs die Verbindungslinie 
des Punktes P, mit dem Anfangspunkte die durch den Mittel- 
punkt des Kreises gehende Normale der Kreisebene ist. Der 
Tangentenkegel (8) ist daher ein gerader Kreiskegel, wie 
geometrisch sofort einleuchtet. 

Aufg. 1. Untersuche, ob die Verbindungslinie der Punkte 
(5, 2, — 1), (4, — 2, 7) die Kugel x^ -\- y^ -{- z^ = 25 achneidet 
und bestimme eventuell die Koordinaten der Schnittpunkte. 

Aufg. 2. Sehreibe die Gleichung des Tangentenkegels 
auf, welchen der Punkt (a, 0, 0) der 3>Achse mit der Kugel 
x^ -\- y^ -\- s^ ^^ r^ bestimmt. 

Aufg. 3. Leite durch Koordinatentransformation die Re- 
sultate des Textes für die Kugel; 

(«-«)> + &-»)• + (2 -»)•-.•> 

und die Gerade P^P^ ab. Wie heirst insbesondere die Glei- 
chung des zu P^ gehörigen Tangentenkegels? 

Aufg. 4. Unter welcher Bedingung berührt die Gerade 
a; = y =. 5 die Kugel {x — df -\- (y — Vf -\- (ß — cf == r^ ? 
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Aufg. 5, Wie heifst die Gleichung des Taiigeuteukegels, 
welchen der Anfangspunkt mit der Kugel; 

(« - «)' + (» - if + (3 - c)' - r' 
bestimmt? 

Aufg. 6, Beachte, dass die Gleichung (8), wie auch die 
in Aufg. 3 abgeleitete allgemeine Gleichung des Tangenten- 
kegels eine in Bezug auf x, y, s quadratische Gleichung ist. 
Vergleiche sie mit der Ku gelgleich ung. 

Aufg. 7. Bestimme in gleicher Weise wie im Texte die 
Schnittpunkte der Kugel x^ •\- y^ -^ s^ = r^ mit der durch 
einen Punkt und die Richtung gegebenen Geraden o; = fl;;^-|- ig, 
y-^y^-\-ln, ^ = «1 + 'S (§ 40). Man erhält die in l qua- 
dratische Gleichung: 

V + 2Ux,i + „,, + «,0 + 1,» + j,/ + «,- - r' ~ 0, 

welche sieh in ähnlicher Weise diskutieren läfst wie die Glei- 
chung (2) des Testes. Pttr die Koordinaten des Mittelpunktes 
der auf der Geraden abgeschnittenen Sehne der Kugel erhält 
man x ^ x^-j- ?m|, J/ = ^i + ImVi ^ = Sy-\- 1^%, wenn l^ das 
arithmetische Mittel aus den Wurzeln der quadratischen Glei- 
chung ist. Dann folgt aber im = — (ä^i? + »/j^ + %£)■ Setat 
man diesen Wert in die drei Gleichungen für x, y, s ein und 
multipliziert dann resp. mit \, tj, t,, so erhält man durch Ad- 
dition die Gleichung a:| + ?/^ -|- ^£ = Oi in welcher Xy, y^, s, 
nicht mehr vorkommen und welche die Gleichung einer durch 
den Anfangspunkt gehenden Ebene, einer Diametral ebene, dar- 
stellt. Man erhält so den Satz: Der Ort der Mittelpunkte 
paralleler Kugelsehnen ist die zu der gegebenen Richtung der 
Sehnen normale Diametralebene der Kugel. (Siehe § 46.) 

Aufg. 8. Man setze in der Gleichung (8) des zu P^ ge- 
hörigen Berührungskegels Xy ^ p|, y-^ = pi;, s^ ^ pg um aus- 
zudrücken, dafs Pj sich auf einem durch den Anfangspunkt 
gehenden Durchmesser mit der Richtung (g, ij, £) befinde. 
Dann kann man Gleichung (8) schreiben: 

Läfst man jetzt P^ auf dem bezeichneten Durchmesser ins 
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üneudliclie rücken, so geht der Taugcnteukegel in eiaeii Tun- 
genteneyliader über mit der Gleichung: 

(«g -\-m + ^ty = a:^ + / + S^ — r\ 
Derselbe berührt die Kugel längs des gröfaten Kreises, welchen 
die zu der Richtung (|, ij, normale Diametralehene (Äufg. 7) 
aus der Kugel herausschneidet. 

Aufg. 9. Welches ist die geometrische Bedeutung eines 
jeden der bellten Ausdrücke a:^ + j/i)4-^£ und x^ -\- y^ -\- s^ — r^"? 
(§ 24.) Auf Grund dieser Bedeutung läfst sich die Gleichung 
des Tangentencylinders direkt hinsehreiben, 

Aufg. 10. Gieb mit Rücksicht auf die vorhergehende 
Aufgabe, also ohne Koordinatentransformation, die Gleichung 
des zu der Richtung (|, ij, Q gehörigen Tangentencylinders 
der Kugel {x - af -{- (y — hf + {0 ~ cf = r' an. 

Äufg, 11. Auch die Gleichungen (8) und (9) können als 
die Gleichungen des durch (9) und (10) dargestellten Kreises 
bezeichnet werden. 

Aufg. 12. Der Tangentenkegel (8) wiriJ eingehüllt von 
allen Beriihrungsebenen, welche man von P^ aus an die Kugel 
legen kann (§ 43, Aufg. 14). 

§ 45. Die Tangentialebene in einem Punkte der Kugel. 
Wir bestimmen jetzt die Schnittpunkte einer Geraden 
P,Pa mit der Kugel: 

(1) ^s + j/s + ^ä = r' 

unter der Voraussetaung, dasa Pj ein Punkt der Kugel 
sei. Wegen a;^^ + !/i^ + «1^ — r^ = reduziert sieh dann die 
in Bezug auf A quadratische Gleichung (2) des § 44 auf; 

(2) l.'(,^,'+s,'+e,'~r') + 2).(x,x,+s,s,+ e,s,-r')-0. 
Die eine Wurzel ^^ = dieser Gleichung führt, wie sich von 
selbst versteht, zu dem Punkte P, a3a erstem Schnittpunkte. 
Für das dem zweiten Schnittpunkte entsprechende Teilverhält- 
nia ;ij erhält man dann: 

Fällt der zweite Schnittpunkt mit dem ersten zusammen , d. h 
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ist P,F^ eine Tangente der Kugel im Punkte P,, so ist 
1^ = und umgekelirfc. Daraus folgt aber: 

Damit der von dem Punkte P, der Kugel nacb dem 
Punkte P^ gezogene Strahl eine Tangente der Kugel 
im Punkte P^ sei, ist notwendig und hinreichend, 
dass die Relation: 

(4) x,Xs + i/iVi + ^iSa — r^ = 
bestehe. 

Durch jeden Punkt Pj der Kugel gehen demnach unend- 
lich viele Tangenten. Schreiben wir P, x, y, s stattP^, ^.^, y^i ^s> 
so ergiebt sieb, dass die Gleichung: 

(5) xx^ -{- yy^ + sz^ = r^ 

allemal aber auch nur dann erfüllt wird, wenn der Punkt 
{x, y, s) auf einer der durch P^ gebenden Tangenten der Kugel 
liegt. Da aber die Gleichung (5) eine durch P^ gehende Ebene 
darstellt, so folgt: 

Die unzählig vielen Tangenten, welche man in 
einem Punkte P, der Kugel au diese ziehen kann, er- 
füllen eine Ebene, die Tangentialebene der Kugel im 
Punkte P,. Ihre Gleichung lautet a;^^ -(- !/?/i + ^■^i ^ '"^■ 

Eine einfache Parallel Verschiebung der Achsen lehrt, dass: 

(6) {»-<■)(».,-«) + C!,-6)(!/,-S) + (8-»)fe-<!)-.' 
die Gleichung der Tangentialebene der Kugel: 

(it-»)' + (S-S)' + (^-o)' = r' 
im Punkte {x^^, y-^, %) darstellt. 

Äufg. 1. Aus § 44 kann man die Gleichung der Tan- 
gentialebene auch folgendermafsen gewinnen. Läfst man in 
der Gleichung (S) des Tangential kegeis den Punkt P^ auf die 
Kugel rücken, so verschwindet die rechte Seite, die Gleichung 
geht in xx^ -(- yy^ -\- s^i = r^ Ober und lässt also die Tan- 
gentialebene als eine Ausartung des Tangenten keg eis erschei- 
nen. Beachte übrigens, dass dieser Weg zu der doppelt 
gezählten Tangentialebene führt. Erkläre dies analytisch und 
geometrisch. 

Aufg. 2. Die Gleichung der Taugentialebene der Kugel 
im Punkte Pj kann auch direkt hingeschrieben werden als die 
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Gleichung einer im Punkte P^ auf dem zugehörigen Radius 
OP^ senkrecht stehenden Ehene (§ 43). Diese Definition der 
Tangentialebene ist aber nur für die Kugel gültig, während 
das Verfahren des Textes für jede Fläche die Tangential- 
ebene liefert (I, § 34). 

Aufg. 3. Bestimme die Schnittpunkte der durch den An- 
fangspunkt gehenden Geraden x = p|, y = p?;, ^ ^ p£ mit 
der ebenfalls durch den Anfangspunkt gehenden Kugel 

Die Bedingung für das Zusammenfallen der Schnittpunkte 
führt zu der Gleichung Äx + By -{- 0^ ^ als Gleichung 
der Tangentialebene der Kugel in 0. (§ 43, Aufg. 9 wurde das 
gleiche Resultat auf anderem Wege gewonnen.) 

Aufg. 4. Bestimme die Achseuab schnitte der Tangential- 
ebene im Punkte {x,,yi,Si). 

Aufg. 5. Zeige, dafs die Tangentialebenen aller Kugel- 
punkte mit derselben Äbseisse Xi (alle diese Punkte liegen auf 
dem Kreise mit den Gleichungen x^ -{- y^ -\~ n^ ^ r^, x = Xi) 
sich in demselben Punkte der ar-Ächse schneiden, welcher zu 
den Punkten x ^ — r, x =^ x^, (r = -|-?- harmonisch liegt 
(I, § 34, Aufg. 4). 

Aufg. 6. Die Ebene Ax + By + Cs -{- D ^ sei eine 
Tangentialebene der Kugel a;^ + j/^ + / = r^ Wie lieifsen 
die Koordinaten des Beriihrui^spunktes ? Welche Relation 
besteht zwischen Ä, B, G, D und »■? 

Aufg. 7. Man aoli den Berührungspunkt einer durch einen 
aufserhalb der Kugel befindlichen Punkt (x',y',s') gehenden 
Tangentialebene finden. Sei {Xi,yi,ß^ der Berührungspunkt, 
also xx^ + yy^^ -\- zz^ =■ r^ die zugehörige Tangentialebene, so 
mufs sein x x^ -f- y y^ -\- /% = v^. Diese Gleichung drückt 
aber einfach aus, dafs der Punkt (a^j, f/j, :?J auf der Ebene 
XX -\- yy ■\- sd = r^ Hege, also ein Punkt des Kreises sei, 
den diese aus der Kugel herausschneidet. Umgekehrt erkennt 
man, dafs die Tangentialebene eines jeden dieser Punkte durch 
(a;', ^, sT) hindurchgeht. Denn bedeutet (x^^, y^, 0^) einen sol- 
chen, so ist a;ja;'-|- «/,!/'+%/ = rl Diese Gleichung sagt 
aber auch aus, dass die Tangentialebene xx^-\-yyi-{-0^i=r'^ 
durch (x', y, b) hindurchgehe (§ 44, Aufg. 12; § 43, Aufg. 14). 
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Aufg. 8. Zeige, dafs die TangeDtialebenen in den End- 
punkten eines Durchmessers der Kugel x^ -\- 1/ -{- s" = r^ ein- 
ander parallel sind. Bringe dies in Zusammenhang mit Auf- 
gabe 8, % 44. 

§ 46. Pol und Polarebene. Keziproke Polaren. 
Ea möge wieder die Kugel: 

(1) »> + !/' + «>_ r-- 

durch die Verbindungslinie zweier beliebig gewählter Punkte 
Fl und Pg geschnitten werdeu. Die Teilverhältnisse l^ und l^ 
der beiden Schnittpunkte ergeben sich dann (§ 44) aus der 
quadratischen Gleichung: 

(2) i'(V + i/ü' + ^■' - O + 2*feä:. + »>•/, + V, - '') 

+ {< + y,' + h'-'')-o. 

Ijiegen jetzt zufällig 1*^ und P^ so, dass: 

^1^2 + ViVi + ^i^i — j-^ = 
ist, so hat man A^ = — ^2, d. h. P[, P^, und die beiden Schnitt- 
punkte 8^, 82 bilden eine harmonische Gruppe und um- 
gekehrt. Zieht man daher durcli den festen Punkt P^ alle 
mögliehen Strahlen und bestimmt jedesmal zu Pj und den 
beiden Schnittpunkten 8^ und 8^ den vierten harmonischen, 
Pj zugeordneten Punkt P^, so mttsseu die Koordinaten von P^ 
allemal der Gleichung: 

(3) xx^ + yy^ + ^g, — r^ = 

genügen, und umgekehrt liegt jeder Punkt, dessen Koordinaten 
die Gleichung (3) befriedigen, so, dass seine Verbindungslinie 
mit Pj durch die Kugel harmonisch geteilt wird, falls sie 
dieselbe überhaupt in reellen Punkten trifft. Da aber (3) eine 
Ebene darstellt, so hat man den Satz: 

Zieht man von einem beliebigen Punkte Pj alle 
möglichen Strahlen nach einer Kugel und bestimmt 
jedesmal zu den beiden Schnittpunkten und dem 
Punkte Pj als zugeordnetem den vierten harmoni- 
schen Punkt, so ist der Ort desselben eine Ebene. 

Man nennt diese Ebene die Polarebene des gegebenen 
Punktes, diesen den Pol der Ebene. 

Rudio, saalyt. Geometii? <\. Raumes, 8 
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Ohne Weiteres ergeben sich folgende Sütze (vergl. T, § 49 
und 50): 

Liegt P^ innerhalb der Kugel, so liegen die vierten har- 
monischen Punkte alle aufserhalb, die Polarebene sehneidet 
die Kugel nicht. 

Liegt P, aufserhalb der Kugel, so erhält man für jeden 
Strahl, der die Kugel in reellen Punkten trilTt, einen inner- 
halb gelegenen harmonischen Punkt. Die Polarebene schnei- 
det alsdann die Kugel und zwar in dem wiederholt bespro- 
chenen Kreise, längs dessen der Tangenteukegel des 
Punktes Pj die Kugel berührt. 

Liegt P^ auf der Kugel, so stellt (3) die Gleichung der 
Tangentialebene von P^ dar, d. h. die Tangentialebene 
einer Kugel ist die Polarebene ihrea Berührungs- 
punktes, dieser der Pol seiner Tangentialebene. 

Setzt man in (3) x^ = p|, «/, = pjj, ?, = pg, so erhält 
man für p = od als Polarebene von P^: 
(4) xl + n+ti-o, d.i..: 

Die Polarebene eines unendlich fernen Punktes 
ist die zu seiner Richtung (S,ij, t) normale Diametral- 
ebene. 

Liegt der Punkt P^ auf der Polarebeue von P^, so gilt: 
(ö) X, x^ -f «/ij/ä + «i^g = rK 

Da diese Gleichung aber auch aussagt, dass P^ auf der Polar- 
ebene von Pg liegt, so gilt der Satz: 

Bewegt sich ein Punkt auf einer Ebene, so dreht 
sich seine Polarebene um den Pol der Ebene und 
umgekehrt, dreht sich eine Ebene um einen Punkt, 
so bewegt sich ihr Pol auf der Polarebene des Punktes. 

Da der Pol einer Diametralebene der unendlich ferne 
Punkt des zu der Ebene normalen Durchmessers ist, und 
da alle Diametralebenen durch den Mittelpunkt gehen, so 
müssen wir die unendlich fernen Punkte des Raumes als auf 
einer Ebene befindlich voraussetzen. Diese unendlich ferne 
Ebene des Raumes ist dann als die Polarebene des 
Mittelpunktes zu bezeichnen. 



y Google 



- 115 — 
Es seien P^ und P<, zwei beliebige Punkte, 
x^i + 3/!/i + 2?i — 1^ = und xx^ + yy^ + ss^ — r^ = Q 
oder abgekürzt geschrieben B^ = und E^ = ihre Polar- 
ebenen. Bestimmt man einen beliebigen Punkt P der Ver- 
bindungslinie ViF^ durch sein Teil Verhältnis ^ = -pp-, so ist 
die Gleichung seiner Polaren: 

(6) «Sj±i5. + j, »i+i». + . '.+_['. _ ,.. _ 0, 
oder: 

(7) xx^ + yy^ + 00, — r^ + ^(a;,?;^ + yy, + ^^r,— r^) = 0, 
oder kürzer: 

(8) E,-\-lK,=0, d.h.: 

Durchläuft ein Punkt P eine gerade Linie PjP^, so 
dreht sich seine Polarebene um eine Gerade, den 
Schnitt der Polarebenen von Pj und Pg. 

Nach dem früheren ist klar, dafs wenn umgekehrt ein 
Punkt die Gerade Ej = 0, E^ = durchläuft, seine Polar- 
ebene sich um die Gerade PjP^ drehen mufs. Das Verhalten 
der beiden Geraden PiP^ und E^'=0, E^^O ist also ein 
gegenseitiges; man nennt sie konjugierte oder reziproke 
Polaren der Kugek Jede beliebige Gerade im Räume besitzt 
also in Bezug auf eine gegebene Kugel stets eine ganz be- 
stimmte reciproke Polare, Da die Biehtungskosinus von P, P^ 
proportional zu a^j — %, y^ — j/g, ^, — s^, diejenigen der Ge- 
raden Ei=0, jEa ^ proportional zu J/i.% — J/g%, ^x^— -%3:,, 
x^yi — x^y^ sind (§ 37), so findet man: 

Reziproke Polaren sind zu einander normal. 
Daraus ergiebt sich leicht eine Konstruktion der reziproken 
Polaren einer gegebenen Geraden. Wenn die zu der Geraden 
normale Diametralebene der Kugel die Gerade im Punkte P, 
die Kugel im gröfsten Kreise K schneidet, so stellt sieh die 
reziproke Polare der gegebenen Geraden dar als die in dieser 
Diametralebene liegende Polare des Punktes P in Bezug auf 
den Kreis K. Es folgt daraus, dafs reziproke Polaren im 
allgemeinen windschiefe Geraden sind, von denen stets 
die eine die Kugel schneidet, während die audere ganz 
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anfserhalb der Kugel liegt. Wird die eine Polare zur Taii- 
gentCj so ist die andere die in der zugehörigen Tan- 
gentialebene liegende normale Tangente. Nur in diesem 
Falle also findet ein Schneiden der reziproken Polaren statt. 

Da der Pol einer Tangentialebene ihr Berührungspunkt 
ist und da andererseits der Pol einer jeden durch eine ge- 
gebene Gerade gehenden Ebene auf der reziproken Polaren 
liegt, so folgt: 

Die eine der beiden reziproken Polaren ist die 
Verbindungslinie der Berührungspunkte der 
Tangentialebenen, die man aus der anderen 
Kugel legen kann. 

Da jede Gerade zwei (reelle oder imaginäre) Punkte mit 
der Kugel gemein bat, so ist damit zugleich gezeigt, dafs 
durch jede Gerade zwei (reelle oder imaginäre) Tan- 
gentialebenen an die Kugel gelegt werden können 
(§ 43, Aufg. 12). 

Aufg. 1. Die Polarebene des Punktes (a^i,yi,^i) in Be- 
zug auf die Kugel {x — cif -{- {y — ■ Vf + {? — cf — r^ ^ (i 
lautet {x — a) {x^ — a)-\-{y~b) (y, ~~ h) ■{• {z — c) (z^ — c) = r^. 
Wie lautet die Polarebene desselben Punktes in Bezug auf 
^o(^' -j- / + 5^) -I- ^a; + -Bj/ + Cs + i) = 0? Welches ist 
die Polarebene des Anfangspunktes in Bezug auf diese Kugel? 

Aufg. 2. Zeige, dafs die Koordinaten des Poles der 
Ebene Ax + JBy + (7« -|- 7) = in Bezug auf die Kugel 
af + f -^ e^ = r^ gleich — ^J" , — jy^^ — j^ r^ sind. 

Aufg. 3, Bestimme die Koordinaten des Poles der Ebene 
Äx -f- By + C'« + J> ^ in Bezug auf: 

(X - a)' + (!, - ff + (0 - «)• - .■'. 

Aufg. 4. Man überzeuge sich, dafs die auf Pol und Polar- 
ebene bezüglichen Sätze von dem zu Grunde gelegten Koor- 
dinatensysteme unabhängig sind. 

Aufg. 5. Betrachte die Theorie des Tangeutialkegels und 
des Tangen tialcyliudera vom Standpunkte der Polarentheorie 
aus. Verfolge die verschiedenen Lagen der Polarebene und 
des zugehörigen Tangentialkegels , wenn der Pol einen Durch- 
messer durchläuft, insbesondere wenn er auf diesem Durch- 
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messer ius Unendliciie rückt. Bringe die iu § 43 (Aufif. 14), 
§ 44 (Äufg. 7, 8, 12), § 45 (Aufg. 7, 8) abgeleiteten Eosultate 
mit der Polarentheorie in Zusammenhang. 

Aufg. 6. Drei beliebige Tangentialebenen der Kugel 
schneiden sich stets in einem Punkte desjenigen Durchmessers, 
welcher zw der Ebene ihrer Berührungspunkte normal ist. 

Aufg. 7. Wenn man durch einen beliebigen Punkt P 
des Raumes einen Strahl zieht, der die Kugel in 8y und yS^ 
trifft, so achneiden sieh die Tangentialebenen von S-^^ und S^ 
in einer Geraden, welche in der Polarebene von F liegt. 

Äufg. 8, Die reziproke Polare der Geraden iC^a;, + ?|, 
j/ = (/j -(- ^jj, s = B^ -\- It, in Bezug auf die Kugel: 

a:' + J/' + s' = »■' 
kann durch die Gleichungen: 

^^i + yy\. + ^^i = ^^ T^id a;| + j/jj + 'S? = 
dargestellt werden, von denen die erste die Polarebene des 
Punktes (3;, , «/j , Zj), die zweite die Polarebene des unendlich 
fernen Punktes der gegebenen Geraden repräsentirt (§ 44, 
Aufg. 1 und 8). 

Aufg. 9. Wie heifsen die entsprechenden Gleichungen 
der reziproken Polaren der Geraden x = x.i-\-l%, y = ^i + ^^, 
3 = ^1-^1% in Bezug auf die Kugel: 

(x- af + {y-Vf + (s-cj -r") 

Äufg. 10. Bestimme mit Rücksicht auf die beiden vor- 
hergehenden Aufgaben die Gleichungen der reziproken Polaren 
der Koordinatenachsen in Bezug auf die Kugel: 
{!e - af + {, -tf + {^ - '7 -'"■ 

Aufg. 11. Zeige, dafs die reziproke Polare eines Durch- 
messers der Kugel die unendlich ferne Gerade der zu dem 
Durchmesser normalen Diametral ebene ist. (Vergl, auch § 45, 
Aufg. 8.) 

Äufg. 12. Zeige durch die Rechnung, dafs die Polar- 
ebenen der sämtlichen Punkte der a:-Ach3e in Bezug auf die 
Kugel x^ -\- y^ -\- B^ ^ 2r« durch die j^-Ächse gehen und um- 
gekehrt, dafs also die 3:-Achse und die j/-Achae reziproke Po- 
laren in Bezug auf- diese spezielle Kugel sind. 
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Au fg. 13. Beaebte, dass die sämtlichen durch einen 
Punkt der Kugel gehenden Tangenten sieh zu Paaren rezi- 
proker Polaren ordnen lassen. 

Aufg, 14. Verfolge daa Ebenenbüschel der Pokrebenen 
der sämtlichen Punkte einer Tangente der Kugel. Beachte 
insbesondere den Berührungspunkt und den unendlich fernen 
Punkt der Tangente. 

Aufg. 15. Die reeiproken Polaren der sämtlichen durch 
einen Punkt des Raumes gehenden Geraden {eines Strahlen- 
bündeia) erfüllen eine Ebene, die Polarebene jenes Punktes. 
Sprich diesen unmittelbar aus der Definition reziproker Po- 
laren eich ergebenden Satz auch folgen dermafsen aus: Liegt 
eine Gerade in einer bestimmten Ebene (oder geht durch 
einen bestimmten Punkt), so geht die reziproke Polare durch 
den Pol der Ebene (oder liegt in der Polarebene des Punktes). 

Aufg. 16. Dreht sich eine Gerade in einer Ebene E um 
einen Punkt P (beschreibt sie ein Strahlenbüschel), so dreht 
sich ihre reziproke Polare in der Polarebene von P um den 
Pol von E (beschreibt also ebenfalls ein Strahlenbüschel). 

Aufg. 17. Suche durch mannigfache Spezialisierungen des 
in Aufg. 16 enthaltenen Satzes eine möglichst vollständige 
Einsicht in die Art der Gruppierung der reziproken Polaren 
zu gewinnen. Setze z. B, den Scheitel des Strahlenbüschels 
als einen Punkt P der Kugel und die Ebene desselben als 
eine durch P gehende Diametralebene voraus. Das konjugierte 
Strahlen büschel liegt dann in der Tangentialebene von P und 
besteht aus den sämtlichen Parallelen dieser Ebene, welche 
normal zu der Diametralebene sind. Beachte inabesondere in 
dem ersten Strahlenbüschel die Tangente und den Dureh- 
messer der Kugel und gieb die reziproken Polaren an. 

Aufg. 18, Bestimme das konjugierte Strahlenbüschel zu 
demjenigen, dessen Ebene eine Diämetralebene und dessen 
Scheitel der Mittelpunkt der Kugel ist (Aufg. 11). 

Aufg. 19. Durch die sämtlichen einer bestimmten Rich- 
tung parallelen Geraden einer Diametral ebene ist ein Strahlen- 
büschel gegeben. Welches ist das konjugierte/" 
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§ 47. Die Potenz eines Punktes in Bezug auf eine Kugel. 
Legt man durch einen Punkt Pj des Raumes einen be- 
liebigen Strahl: 

(1) x = x^'{'l^, y -^ y, -j- In, ^^^i + lt 
nach der Kugel: 

(2) ^^-^f + ,^-r'^ 0, 

so erhält man die Entfernungen des Punktps Pj von den bei- 
den Schnittpunkten, nämlich Pj^i = ?j, PjS^ = 4, als die 
Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

(3) l' -f 2i(x^^ + y.n + B,l) + X,' + y,' + s,' - r^ = 

(§ 44, Aufg. 7). Da aber das Produkt der beiden Wurzeln, 
nämlich : 

(4) ij^^:,^^^y^^^,^^-r' 

nur von der Lage des Punktes P,, nicht aber von der Rich- 
tung (^,7],^) des durch P^ gelegten Strahles abhängt, so er- 
hält man den Satz: 

Zieht man von einem beliebigen Punkte Strahlen 
nach einer Kugel, von denen jeder die Kugel in zwei 
zusammengehörigen Punkten trifft, so ist das Pro- 
dukt der Entfernungen zweier zusammengehöriger 
Schnittpunkte von dem gegebenen Punkte für alle 
Strahlen konstant. 

Dieses konstante Produkt wird die Potenz des gegebe- 
nen Punktes in Bezug auf die Kugel genannt. Die Potenz 
x^^ + */i^ + ^i^ — r' von P, ist positiv, Null, oder negativ, 
je nachdem P^ aufserhalh der Kugei, auf der Kugel oder 
innerhalb der Kugel sich befindet. Liegt P^ aufserhalb der 
Kugel, so kann man unzählig viele Tangenten von P^ an die 
Kugel legen, welche den zu P^ gehörigen Tangentialkegel 
bilden. Die Potenz von P^ ist gleich dem Quadrate der Länge 
einer jeden dieser Tangenten (§ 44, Aufg. 9). 

Eine einfache Parallel Verschiebung der Achsen lehrt, dafs 
die Potenz des Punktes F, in Bezug auf die Kugel: 

(5) (^-af + (y-hy -f i,-cy-r^^O 
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gleich ist: 

(6) (s,, ^ «)>+(;,, _S)> + (^,_ c)>-^'. 

Es seien jetzt zwei Kugeln durch ihre Gleichungen: 

(7) (,-„,)> + {j- 6,)" + (o-cJ'-V-O 

(8) (x - a,)' + (s- \f + (s - e,)' - rf _. 
gegeben. Bezeichnet man zur Abkürzung die linken Seiten 
dieser Gleichungen mit K^ imd K^ und versteht nnter {x, y, s) 
einen ganz beliebigen Punkt des Raumes, so bedeuten K^ und 
K^ die Potenzen von (x, y, 0) in Bezug auf die Kugeln (7) 
und (8). Die Gleichung ä:, — Z3 = oder ausführlicher: 

stellt daher den Ort der Punkte dar, welche in Bezug 
auf die Kugeln Z, = 0, Ä^ = gleiche Potenzen haben. 

Dieser Ort ist aber, da Gleichung (9) in Bezug auf x, y, 5 
linear ist, eine Ebene. Man nennt sie die Potenzebene 
der beiden Kugeln. Sie ist zugleich der Ort der Punkte, 
von denen aus man an die beiden Kugeln gleiehJange Tangen- 
ten legen ksnn. Aus der Form der Gleichung (9) ergiebt sich 
ferner, dafs die Potenzebene normal ist zu der Verbindungs- 
linie der Mittelpunkte, der Zentrallinie beider Kugeln, 

Von den drei Gleichungen: 

K^ = 0, ü; = 0, Zi - Xa = 
kann jede als eine Folge der beiden andern angesehen 
werden. Gemeinsame Punkte der beiden Kugeln sind daher 
auch Punkte der Potenzebene, und jeder Punkt, den die Potenz- 
ebene mit einer der beiden Kugeln gemein hat, mufs auch 
ein Punkt der andern sein. Zwei Kugeln schneiden sich daher 
stets in einem Kreise — dem Schnittkreiee ihrer Potenzebeno 
mit einer der Kugeln — , oder sie berühren sich — daun ist 
die Potenzebene die gemeinsame Tangentialebene — , oder sie 
schneiden sich gar nicht — dann hat auch die Potenzebene 
mit keiner der Kugeln einen Punkt gemein. Die Untersuchung 
über den Schnitt zweier Kugeln ist damit also zurückgeführt 
auf die Bestimmung des Schnittes einer Kugel mit einer 
Ebene (§ 43). 
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Sind drei Kugdn K^ = 0, ^, = 0, K, = gegeben, so 
erhält man durch Kombination derselben zu je zweien drei 
Potenzebenen, deren Gleichungen lauten: 

(10) Zg — K, = 0, ^3 — z, = 0, K, — a; = 0. 

Da aber durch Addition der drei Gleichungen die linke 
Seite identisch verschwindet, so folgt (§ 31): 

Die drei Potenzebenen, die man zu je zweien von 
drei Kugeln konstruiren kann, sehneiden sich in einer 
geraden Linie, welche man die Poteozlinie der drei 
Kugeln nennt. 

Die Potenzlinie ist der Ort der Punkte, von denen aus 
mau an die drei Kugeln gleiche Tangenten legen kann. Schreibt 
man die Gleichungen (10), von denen je zwei als die Glei- 
chungen der Potenzlinie angesehen werden können, ausFühr- 
lich hin, so findet man, dafs die ßichtungskosiuus der Potenz- 
linie proportional sind jenen früher mit J', J", J'" bezeichneten 
Ausdrücken, welche resp. den Fläeheuinhalt der Projektionen 
des von den Kugel mittel punkten gebildeten Dreiecks darstellen. 
Nennt man die Ebene dieses Dreiecks die Zentralebeue der 
drei Kugeln, so folgt also, dafs die Potenzlinie senkrecht 
auf dieser Zentralebene steht und zwar in demjenigen 
Punkte derselben, welcher in der analytischen Geometrie der 
Ebene als der Potenzpunkt der von der Zentralebene aus den 
drei Kugeln herausgeschnittenen grofaten Kreise bezeichnet wird. 

Vier Kugeln K^ = 0, K^ = 0, Zg = 0, -£, = geben 
zu je zweien kombiniert Veranlassung zu sechs Potenzebenen 
und zu je dreien kombiniert zu vier Potenzlinien, welche senk- 
recht stehen auf den vier Seitenflächen des von den Kugel- 
mittelpunkten gebildeten Tetraeders. Die Gleichungen der sechs 
Poteuzebenen, welche zu den Kanten dieses Tetraeders normal 
sind, lauten: 

^ ' UCi-z, = o, ä;-ä, = o, 7f, -z"^ = o. 

Da aber jede der drei letzten Gleichungen eine Folge der drei 
ersten ist (vergl. auch § 34, Gl. 8) so sieht man, dafs die 
sechs Potenzebenen und folglich auch die vier Potenz- 
linien sich in einem und demselben Punkte schneiden, 
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wies übrigens auch eine einfache geometrische üeberlegung 
lehrt. Dieser Punkt heifst der Potenzpunkt der vier 
Kugeln. Die Tangenten, die man von ihm an die vier Kugeln 
k'gen kann, haben alle gleiche Länge. 

Äufg. 1. Beachte, dafs alle auf die Potenz bezüglichen 
Sätze des Textes von dem zu Grunde gelegten Koordinaten- 
systeme unabhängig sind, was auch schon in der symbolischen 
Bezeichnung seinen Ausdruck findet. 

Aufg. 2. Welches ist der Ort der Punkte, die in Bezug 
auf eine gegebene Kugel gleiche Potenzen haben? 

Äufg. 3. "Was wird aus Gleichung (9) der Potenzebene, 
wenn die beiden Kugeln konzentrisch sind? 

Aufg. 4. Zeige, dafs die Gleichung: 

(«I - «.)• + (6i - ».)' + («. - <i)' - n' + >•■■ 

die notwendige und hinreichende Bedingung dafür ist, dafs 
die beiden Kugeln K^^O, TTg = sich rechtwinklig schneiden. 
Äufg, 5. Welches ist die Potenz des Punktes (^i,i/i,0j) 
in Bezug auf die Kugel a:^+)/^ + sH-^^ + -Bj/+'^^ + -D=0? 
Welches ist die Gleichung der Potenzebene der beiden Kugeln: 

x^ -\- f -i- e^ + A,x + B^y + C,^ + A = 
und: 

a;^ + j,s ^ / -j_ ^^a: _|_ B^y + C,s + D, = 0? 

Äufg. 6. Die Bedingung, unter welcher sich die Kugeln: 
x^ + f-\-s' + A,x + B,y + C,s + A = 
und: 

x^^^f j^g^j^ A^x + B^y + (7^2 + A = 

rechtwinklig schneiden, lautet: 

A,Ä,_ + A A + C^Ci = 2(A + A)- 
Da diese Bedingung in Bezug auf die Koeffizienten einer jeden 
der beiden Kugeln linear ist, so kann man stets eine Kugel 
konstruieren, welche vier gegebene Kugeln rechtwinklig schnei- 
det. Der Mittelpunkt derselben ist der Potenzpunkt der vier 
Kugeln (Äufg. 5). 

Aufg. 7. Die Gleichung Ej_ — kK^ = stellt eine Kugel 
dar, welche als der Ort der Punkte bezeichnet werden kann, 
deren Potenzen in Bezug auf die beiden Kugeln K^ =0, K.^ = 
in dem konstanten VerhUltuis A : 1 zu einander stehen. 
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Aufg, 8. Betrachtet man X als variabeln Parameter, so 
stellt K^ — ^K^^O ein sogenanntes TCugelbüseliel dar. 
Alle Kugeln desselben gehen durch denselben (reellea oder 
imaginären) Kreis Z, = 0, Z^ = 0. Alle Kugelpaare des 
Büschels haben dieselbe Potenzebene K^ — ^g = 0- Jeder 
PußlEt dieser Ebene besitzt in Bezug auf alle Kugeln des 
Büscheis gleiche Poteuzen, 

Aufg. 9. Konstruiert man eine Kugel, welche die beiden 
Kugeln Kj^ = 0, K^ = rechtwinklig schneidet, so liegt der 
Mittelpunkt derselben auf der Pofcenzebene K^ — K.^ = 0. Um- 
gekehrt kann man um jeden aufserhalb der Kugeln K^ = 0, 
K^ = befindlichen Punkt der Potenzebene eine ganz be- 
stimmte Kugel beschreiben, welche die beiden Kugeln recht- 
winklig schneidet. Diese schneidet dann zugleich alle Kugeln 
des Büschels K^ — XK^ = rechtwinklig. 

Aufg. 10. Untersuche in dem Kugelbiischel 7f, - IK^^O 
insbesondere die speziellen Fälle, die sich aus A = 0, 1 = -[- 1, 
il = — oo, l = -\- ao ergeben. 

Aufg. 11. Bestimme die Potenzebeue zweier sich nicht 
schneidender Kugeln K^ und K^ mittelst einer Kugel K^, welche 
Kl und Xj schneidet. 

Aufg. 12. Bestimme die Gleichung der durch den An- 
fangspunkt gehenden Kugel des Büschels, welches durch; 

2(i> + ,> + j.) „ Sa; + j _ 8« - 1 
und: 

Ui:< + y' + a') - X + 2,j + Si, - n 
definiert ist. 

Aufg. 13. Diskutiere im Anschlufs an die Aufgaben 8, 
9, 10 das durch die Gleichung Kj^ — IK^ — nK^ = dar- 
gestellte geometrische Gebilde, insofern k, ft veränderliche 
Parameter bedeuten. Fasse insbesondere die Potenzlinie der 
drei Kugeln i^, = 0, K^ = 0, Kg = ins Auge, sowie alle 
die Kugeln, welche diese drei rechtwinklig schneiden, (Aufg. 6.) 
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Sechstes Kapitel. 

Allgemeiiie Bemerliuiigcu filier die analylisclie Darstellung 

(lev RaunigeMMe. Kurze Übersiclit üLer einige weitere 

liesonilers wiclitige Flächen und Kurven. 

§ 48. Jede Fläclie wird diireli eine Gleichung zwisclien drei 

Variabein x, ij, s dargestellt und umgekehrt läfst sich jede 

Gleichung zwischen drei Variabelu x, y, s als die Gleichung 

einer beetimmten Fläche deuten. 

Die nach einem beliebigen Gesetze gebildete Fläche sei 
auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen. Denken 
wir uns die einzelnen Punkte der Fläche etwa auf die a;«/-Ebene 
projiziert, so gehört zu jedem Punkte P mit den Koordinaten 
i»,y,g eine ganz bestimmte Projektion (x, y) und umgekehrt 
führt im allgemeinen jeder Punkt der 3:y-iibeiie zu einem oder 
mehreren ganz bestimmten Funkten der Fläche, deren Pro- 
jektion der gegebene Punkt {x, y) ist. Es mufs also eine 
analytische Abhängigkeit zwischen 3>, y, s bestehen, der Art, 
dafa man zu jedem Wertepaar {x, y) ein oder mehrere be- 
stimmte Werte von s mufs berechnen können, wenn das Ge- 
setz der Fläche bekannt ist, d. h, es mufs eine Gleichung 
zwischen x, y, s bestehen, welche allemal aber auch nur dann 
erfüllt wird, wenn der Punkt (x,y,i) auf der Fläche liegt. 

Ist umgekehrt eine Gleichung zwischen x, y, s gegeben, 
so kann man dieselbe etwa nach s aufgelöst denken. Zu 
jedem Wertepaar {x, y) wird man dann einen oder mehrere 
Werte von s erhalten, oder geometrisch ausgedrückt, zu jedem 
Punkte der a;j/-Ebene wird man einen oder mehrere ganz be- 
stimmte Punkte des Raumes finden, deren Koordinaten der 
gegebenen Gleichung genügen, Läfst man dann bei unver- 
ändertem X die Koordinate y alle möglichen Werte durch- 
laufen, so werden die zugehörigen Raumpuukte sich zu einer 
Kurve vereinigen, welche ganz in einer zur yz-'Ebeue paralle- 
len Ebene liegt. Giebt man nun auch dem x der Reihe nach 
alle möglichen Werte, so werden sich die zu jedem a: gehöri- 
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gen Kurven zu eiuer Fläche verbinden und jeder Punkt {x, y, z) 
dieser Fläche wird der gegebenen Gleichung genügen. 

Äufg. 1, Lasse die Kugel in dieser Weise aus ihrer 
Gleichung s ="|/r^ — x^ — y^ entsteheu. 

A uf g. 2. Suche ebenso die Gleichung -s + i^ + ■ ; = 1 
geometriach zu interpretieren. Fasse die durch sie dargestellte 
Flache als Vereinigung von zur i/s-Ebene parallelen Kurven 
auf, welche zu bestimmen sind. 

Aufg. 3. Man beachte die in g 26 und 4ä bewiesenen 
Sätze. Sie sind die einfachsten Beispiele für den im Texte 
behandelten Doppelsatz. 

Äufg. 4. Eine Gleichung mit nur zwei Variabein, etwa 
X und y, kann zunächst als die Gleichung eiuer in der 3^!/-Ehene 
gelegenen Kurve gedeutet werden. Zeige, dafs derselben Glei- 
chung dann aber auch jeder Punkt der Cylinderflache ge- 
nügt, welche man erhält, wenn man durch a!le Punkte der 
Kurve Parallelen zur ^- Achse legt, dafs also eine Gleichung 
mit nur zwei Variabein, x und y, in der Raumgeonic- 
trie eine Cylinderfläche darstellt, 

Aufg. 5. Eine Gleichung mit nur einer Unbekannten, 
etwa X, repräsentirt, zunächst nur in der fl;-Ächse gedeutet, 
ein System von Punkten dieser Achse, deren Anzahl gleich 
dem Grade der Gleichung ist. Räumlich interpretiert, reprä- 
sentiert diese Gleichung aber auch alle durch jene Punkte 
gehenden Normalebenen der ^r-Ächse. 

Aufg. 6. Gieb mit Rücksicht auf die beiden vorher- 
gehenden Aufgaben die geometrische Bedeutung folgender 
Gleichungen an: 

Äx -{- By + C =' 0, x^ -\- y^ = r^, 
x^-\-y^-{-Ax-{-By-^G=0, ^ + -^=1, ^^-t=\^ 

xy = 7;^, y^ = 2px, y^ = 2px -\ x^, y^ ^ 2px ■ — — x^, 

^3 _ g = 0, f ~'äy ^2 = 0. 
Aufg. 7. Zeige, dafs der im Texte bewiesene Doppelsata 
unverändert auch bei schiefwinkligen Koordinaten gilt. 
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§ 49. Jede Kurve im Baume wird analytisch durch zwei si- 
multane Gleichungen zwischen drei Variabeln 'x,y, z dargestellt 
und umgekehrt stellen je zwei Gleichungen dieser Art eine 
Kurve im Räume dar. 
Ist die gügebene Kurve als Schnitt zweier Flächen defi- 
niert, so müssen die Koordinaten eines jeden Punlitcs der 
Kurve den Gleichungen der beiden Flächen gleichzeitig ge- 
nügen und umgekehrt repräsentiert jedes Wertetripei, welches 
diesen beiden Gleichungen gleichzeitig genügt, einen Punkt, 
der beiden Flächen gemeiusam ist, d. h. einen Punkt der ge- 
gebenen Kurve. Nun lä^st sich aber jede Kurve leicht als 
Schnitt zweier Flächen darstellen. Denn projiziert man die 
Punkte der Kurve z. B. auf die a::S-Ebene und die j/s-Ebene, 
so erhält man zwei Cylinderflächen, die sich in der gegebenen 
Kurve durchdringen*). 

Sind umgekehrt zwei Gleichungen zwischen den drei Va- 
riabein X, y, B gegeben, so kann man zunächst etwa s einen 
konstanten Wert beilegen und hat dann zwei <?leichungen mit 
zwei Unbekannten, aus welchen sich eine bestimmte Anzahl 
von Wertepaaren (3;, y) als Lösungen ergiebt. Geometrisch 
gesprochen heifst dies aber, dafs in jeder zur 3^j/-Ebene 
parallelen Ebene eine bestimmte Anzahl von Punkten existiert, 
deren Koordinaten den beiden Gleichungen genügen. Legt 
man nun z der lieihe nach alle mögliehen Werte bei, so wer- 
den die den verschiedenen Werten von s entsprechenden Punkte 
sich zu einer Kurve vereinigen, welche dann als der Schnitt 
der beiden durch die zwei gegebenen Gleichungen dargestellten 
Flächen erscheint. 

Sind drei von einander unabhängige Gleichungen zwischen 
X, y, z gegeben , so kann man offenbar daraus die Werte der 
Unbekannten X, y, s berechnen und erhält daher eine be- 
stimmte Anzahl von Punkten im Räume — die in endlicher 
Anzahl voihandenen geraeinsamen Punkte der durch die drei 
Gleichungpn daigfstellten Flächen. 

*) Die beiden Cylmdeiflafhen könaen in besonderen Fällen, aufaer 
den Punkten dei gegebenen Kurve, noch andere gemeinaara haben. 
Dock lat bier, wo es eich nui nm. allgemeine Orientierangen. Landein 
kann, nicht dei Ort, daiauf eiDzutreten. 



y Google 



- 127 — 

Aufg. 1. Reachte, dal's die geradu Linie im Räume cliircli 
Kwei lineare Gleichnngeti, der Kreis im Räume durch eine 
lineare Gleichung und die quadratische Kugelgleichung dar- 
gestellt werden. 

Aufg. 2. Ein Kreis sei durch die beiden Gleichungen 
x^ -\- f -\- s^ ^ r\ Ax + By -\- Cjs -i- D = dargestellt. Gieb 
die Gleichungen der beiden Cylinderfläehen an, durch welche 
er auf die j/« -Ebene und die «x-Bbene projiziert wird. 

Aufg. 3. Löse die gleiche Aufgabe für den durch die 
Gleichungen ; 

(x - «,)■ + (t, - 6,)> + (<■ - «,)■ - ',' - 0, 
{i! - a,)' + (j - l,}' + {>- r.,)' - ,;' - 
dargestellten Kreis {§ 47). 

Aufg, 4. Ist eine Kurve im Räume durch awei Glei- 
chungen Ji'j = 0, Jfg ■= definiert, so liegt sie auch auf allen 
durch die Gleichung F^ — il-F^ =i definierten Flächen. 

Aufg. 5. Liegt die gegebene Kurve ganz in einer Ebene, 
so kann natürlich die Gleichung dieser Ebene stets als die 
eine der beiden Gleichungen der Kurve gewählt werden. Ist 
dagegen die Kurve eine nicht ebene, eine sogenannte Raum- 
kurve oder Kurve doppelter Krümmung, so kann keine 
der beiden Gleichungen linear sein. Mufs nun, umgekehrt, eine 
Kurve, weiche durch zwei Gleichungen, yon denen keine linear 
ist, dargestellt wird, notwendig eine ßaumkurve sein? (§ 47.) 

Aufg. 6. Auf welchem Wege läfst sich entscheiden, ob 
eine durch zwei nicht lineare Gleichungen dargestellte Kurve 
eine Raumkurve oder eine ebene Kurve ist? 

Aufg. 7. Zeige, daXs die Untersuchungen des Textes in 
gleicher Weise auch für schiefwinklige Koordinaten gelten. 

§ 50. Darstellung einer Kurve im Räume mittelst eines 
variablen Parameters. 
Wir haben schon bei der geraden Linie eine Darstellungs- 
art kennen gelernt (§ 40), welche sich bei verschiedenen Unter- 
suchungen (§ 44 bis § 47) als sehr zweckmäfsig erwiesen hat, 
und welche darin besteht, dafs man die Koordinaten x, y, s 
eines willkärlichen Punktes der Geraden durch einen ver- 
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äiiderlicheu Parameter auadriickt (vergl. Gl. (l) und (ö) vor 
§ 40). Bevor wir nun zu einer analogen Darstellung einer 
beliebigen Kurve im Räume übergehen, wollen wir uns über 
einige Bezeichnungen verständigen. 

Sind zwei veränderliche Gröfsen, etwa u unA v, mit ein- 
ander durch eine Gleichung verbunden, so kann man diese 
z. B. nach u aufgelöst denken. Jedem willkürlich gewählten 
Werte von v entsprechen dann ein oder auch mehrere ganz 
bestimmte Werte von m. Um auszudrücken, dafs der Wert 
von u abhängig ist von dem Werte von v, sagt man ii sei 
eine Funktion von v und bezeichnet dies etwa mit u ^= f(v) 
oder u^=F(v') oder ti = g)(v') etc. Man nennt dann auch 
V die unabhängige, u die abhängige Variable. 

Sind mehrere Variabein m, v,w,t,... mit einander durch 
eine Gleichung Terbunden, so kann man diese wieder nach 
einer derselben z. B. w aufgelöst denken. Die verschiedenen 
Werte von v> sind dann abhängig von den Werten, welche 
man jedesmal den Variablen u, v,t, . . . beilegt. Man nennt 
daher wieder w eine Funktion der unabhängigen Variabein 
u,v,t,... und schreibt w = f{u, v,t,.. .) oder w = F{ti, v,t,.. .) 
■ etc. Dem entsprechend bedienen wir uns auch der Bezeich- 
nungen f{x,y)^(i, F{tt,v) =0, tf){x, y, s) = etc., um an- 
zudeuten, dafs überhaupt eine Gleichung zwischen x und y 
oder zwischen u und v oder zwischen x, y und s etc. bestehe. 

Nach diesen Bemerkungen, die nichts anderes bezwecken, 
als eine passende Bezeichnung einzuführen, nehmen wir an, 
es sei eine Kurve durch zwei Gleichungen zwischen x, y, s 
gegeben. Wir bezeichnen die beiden Gleichungen durch 
F^ix, y, s) ^ und F^(x, y, $) ^ 0. Behandelt man dieselben 
wie zwei Gleichungen mit den beiden Unbekannten y und s, 
betrachtet also x wie eine bekannte Grofse, so erhält man 
durch Auflösen y und dargestellt als Funktionen von x 
(vergl. § 36). Schreiben wir etwa y = <p(x), s = i'(x), so 
sind dies die Gleichungen der beiden Cy linderflächen, welche die 
gegebene Curve auf die xy-Ehsne und die ^^.s-Ebene piojizieien 
In den Gleichungen y=ip(x}, e = ij>{x) ist x die unabhängige 
Variabele, welcher mau jeden beliebigen Wert beilegen kann 
Man kann daher auch setzen x = f^{t), unter f^ (t) nine ganz 
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beliebige Funktion einer vierten Veränderlichen ( verstanden. 
Legt man t alle möglichen Werte bei, so erhält man ans 
a; = /i (0 ^^ möglichen Werte von x und sodann ans y = fi.^, 
3 = i>{x) die zugehörigen Werte von y und s und somit der 
Eeihe nach alle Punkte der Kurve. Setzt man aber ä:^/i(() 
in die Gleichungen y = tpix) , s == -^{x) ein, so gehen y und b 
selber in Punktionen der unabhängigen Variabein t über, 
welche wir mit y =^ Uif), B ^^ f^iß) bezeichnen wollen. Wir 
erhalten daher der Reihe nach die sämtlichen Punkte {x, y, s) 
der gegebenen Kurve, wenn wir in den Gleichungen: 
(1) !-/,(!), 9-m, 2 -./;(!) 

der Variabein (, die wir einen veränderliehen Parameter 
nennen wollen, der R«ihe nach alle Werthe von ^ c» bis + ^'° 
beilegen. Im Grunde genommen ist die Darstellung der Kurve 
durch die Gleichungen y^(p{x), b == i!>(x) nur ein spezieller 
Fall dieser neuen Darstellung, den man erhält, wenn man x 
selber als den veränderlichen Parameter betrachtet. Die erste 
der Gleichungen (1) heifst dann einfach x =^ t und die beiden 
andern bezeichnen dem zufolge y und « als Funktionen von x. 

Da die Gleichungen (1) alle Punkte der gegebenen Kurve, 
aber auch nur solche, darstellen, so nennen wir sie die Glei- 
chungen der Kurve. Insofern die Wahl des variabelen 
Parameters frei steht (wir konnten ja x gleich einer ganz be- 
liebigen Funktion f^(t) setzen), kann man für jede Kurve 
unzählig viele Darstellungen von der Form der Gleichungen 
(1) angeben, die aber natürlich in der Beziehung zu einander 
stehen, dafs man durch Elimination von t stets zu denselben 
Gleichungen y^=ip(x), z = -^{x), den Gleichungen der pro- 
jizierenden Cjlinder, gelangen muss. 

So haben wir für die gerade Linie im Räume die beiden 
Darstellungen kennen gelernt: 

.n\ 3^t -)- *s * .^ yi~\- y-!^ ä"; -|- ^a ' 

[£) X — -^--, j/___^_, s ______ 

und: 

(3) x = x^~\- %t, y^-y^+nt, 2 = ^i+S^ 

je nachdem wir für den variabeln Parameter t das Teilverhält- 
nis ;i = ^ oder die Entfernung l ^ P^P wählten (§ 40). 
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Die Seliraubenliilie und die 
Schraubenfiäche. 
Als weiteres Beispiel für die durch die Gleicliungea (1) 
des vorigen Paragraphen gegebene Darstellung einer Kurve 
im Räume untersuchen wir die Schraubenlinie. 

Auf einem geraden Kreiacy linder, dessen Achse mit der 
iS-Achae zusammenfällt und der die xy-'Ehene in einem Kreise 
mit dem Radius a sehneidet, bewege sich ein Punkt P so, 
dafa seine Projektion JV auf die 
iC^ -Ebene jenen Kreis mit kon- 
stanter Geschwindigkeit durch- 
läuft, während seine Projektion 
P, auf die 2-Achse sich mit eben- 
falls gleichbleibender Geschwin- 
digkeit aufwärts bewegt. Nennen 
wir diese konstanten Geschwindig- 
keiten resp. c^ und c^, nehmen 
wir ferner an, der Punkt P be- 
ginne seine Bewegung in dem 
Schnittpunkte Ä der positiven 
a;-Achse mit dem Cylinder und 
verstehen wir unter dem Winkel 
t, den in irgend einem Momente der zur Projektion JV führende 
Radius mit der positiven Richtung der a^-Achse bddet, den 
durch den Radius a gemessenen Kreisbogen Alf, sodafs also 
AN =« at ist, so hat man für die Koordinaten x und y von 
JV, welche mit den gleichnamigen von P übereinstimmen: 
x^acost, 2/ = asin(. Aus der Definition der Schrauben- 
linie ergiebt sich ferner, dafs das Verhältnis der Steigung B 
von P zu dem Wege AN der Projektion N von P konstant 
gleich Cg : Cj ist. Bezeichnet man daher mit h. die Gang- 
höhe der Schraubenliuie d. h. die Höhe, welche P erreicht, 
wenn N einmal die Kreisperipherie 2o!re durchlaufen hat, so 
gilt auch h:2a: 




= Cg : c, folglieh : 
•,^h:2ait, d. h. 



hi 



Demnach erhalt man für einen beliebigen, durch de: 
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Winkel t ciiaraktürisierben Punkt der Scliraubeolinie 
die Gleichungen: 

(1) X = acosi, y = asint, ^ ^ ^" 

Läfst man in diesen Gleichungen t alle Werte von bis + oo 
durchlaufen, d. b. läfat man den Punkt N die Kreisperipherie 
im 'positiven Sinne unendlich oft beschreiben, so erhält man 
alle auf der positiven Seite der a;)/-Ebene befindlichen Punkte 
der Sübraubenlinie ; die auf der negativen Seite gelegenen ent- 
sprecben den Werten i = bis t <= — oo, welche sich er- 
geben, wenn man JV im negativen Sinne unendlich oft den 
Grundkreis durchlaufen läfst. Durch Elimination von t erhält 
man die drei projizierenden Cylinder der Sehraubenliniej nämlich : 

(2) x^+ y^=a% a; = « cos -^ , y ^ a aia -^ ■ 

Die erste dieser drei Gleichungen stellt den gegebenen 
Cylinder dar, um welchen sich die Schraubenlinie in unzählig 
vielen Gängen herumwindet. Die beiden andern Cylinder sind 
kongruent und nur der Lage nach von einander verschieden, 
wie man wegen cos f ^ -1 — p] = — sin —r- sofort erkennt, 
wenn man den ersteren dieser beiden Cylinder um ein Viertel 
der Ganghöhe h hebt. Die beiden Projektionen der Schrauben- 
linie auf die a:s-Ebenc und die j/^-Ebene werden Sinuslinien 
genannt. 

Aus den beiden letzten der Gleichungen (2) ergiebt sieh 
durch Division: 

(3) l = 's"'. 

eine Gleichung, welche durch die Koordinaten eines jeden 
Punktes der Schraubenlinie erfüllt wird, da ja diese durch 
jene beiden Gleichungen dargestellt werden kann. Die Gleichung 

(3) ist daher die Gleichung einer durch die Schraubenlinie hin- 
durchgehenden Fläche. Construiert man von einem beliebigen 
Punkte der Schraubenlinie aus die Normale zur 2-Achse, so ist 
für alle Punkte dieser Normalen sowohl z als auch — jedes- 
mal das gleiche wie für den betreffenden Punkt der Schrauben- 
linie, es liegen daher alle Punkte dieser Normalen auf 
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der Fläche (3), die man die Schraubenfläclie nennt. Sie 
ist eiue sogenannte geradlinige Fläche, welclie dadurch ent- 
steht, dafs ein horizontaler, stets die s-Achse schneidender 
Strahl der Schraubenlinie entlang gleitet. 

Aufg, 1. Zeige, dafs von den vier Gleichungen (2) und 
(3), welete vier durch die Schraubenlinie gehende Flächen 
darstellen, je zwei als die Gleichungen der Schraubenlinie sich 
bezeichnen lassen und dafs jedesmal die beiden andern Glei- 
chungen sich als Folgen der beiden gewählten Gleichungen 
darstellen. 

Aufg. 2. Bestimme aus den Gleichungen (1) die Koor- 
dinaten der Schnittpunkte der Schraubenlinie mit den Koordi- 
natenebenen. (Berücksichtige alle Werte von ( = — oo bis 

(-. + ».) 

Aufg. 3. Trausformire die Gleichungen (1) nach einem 
neuen Koordinatensystem mit derselben 5-Achse und um den 
Winkel cc gegen das alte gedreht. Man erhält: 

X ■^ a cos (i — ß) , «/' ^ a sin (i — a) , s* = ;— - - 

Diskutiere dieses Resultat und suche daraus zu erkennen, dafs 
die Schraubenlinie sieh (wie die Gerade und der Kreis) in sich 
selbst verschieben iäfst. 

Aufg. 4 Beachte, dafs Gleichung (3) der Sehrauhen- 
fläehe nur noch Ä, aber nicht mehr a enthält. Leite daraus 
den Satz ab, dafs alle Schraubenlinien mit derselben Cylinder- 
aehse und derselben Ganghöhe, aber verschiedenen Cylinder- 
radien auf derselben Scb raubenfläche liegen. Wie ändert sieh 
das bei der Definition der Schraubenlinie zu Grunde gelegte 
Verhältnis C^:c^^ der Translationa- und Kotati onsge seh windig- 
keit des erzeugenden Punktes, wenn der Cyliuderradius von 
bis oo wächst? 

Aufg. 5. Entscheide durch vollständige Durchführung 
der Rechnung, ob der Punkt (3, 4, 7) des Cylinders 3? -^ y^^ 25 
zugleich auch auf der Schraubenlinie liegt, welche im Schnitt- 
punkte des Cylinders mit der positiven a^-Ächse beginnt und 
die Ganghöhe Ä ^ 2 besitzt, 

Aufg. 6. Zeige, dafs sich ans der Definition der Schrau- 
benlinie auch folgende Erzeugung derselben ergiebt: Wickelt 
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man eine Ebene, iu welcher eine gerade Linie gezeiclmet ist, 
auf den Mantel eines geraden Kreiseylinders auf, so wird die 
gerade Linie in eine Schraubenlinie umgeformt, 

Aufg. 7. Bestimme den Schnitt der Schraubenfläche mit 
den Koordinatenebenen. 

g 52. Darstellung einer Fläche mittelst zweier variabeler 
Parameter. Anwendung; auf die Kugel. 

Sei F{x, y, z) = die Gleichung einer beliebigen Fläche, 
Denken wir uns diese Gleichung nach ä aufgelöst und schreiben 
z = ip{x, y), so sind x und y die unabhängigen Variabeln, 
welchen man ganz beliebige Werte beilegen kann. Wir 
können daher auch x und y durch zwei neue Variabein u 
and V ausdrücken und setzen x = /^(m, v), y = /^g(w, v), inso- 
fern wir unter fiiii,v) und fiiUjv) willkürliche, von einander 
unabhängige Funktionen von « und v verstehen. Jedem 
Wertepaar (u, v) entspricht dann ein Wertepaar {x, y) und 
umgekehrt, sodafs wir mit Berücksichtigung von s ^^ fp(x,y') 
der Reihe nach alle Punkte der Fläche erhalten, wenn wir 
den Variabeln u, v alle möglichen Werte beilegen. Setzt man 
aber x = t\.{ii,v), «/ = ^(i*, t") in die Gleichung s^tp{x,y) 
ein, so geht auch 2 in eine Funktion von w und v über, welche 
wir mit z = f^iu,v) bezeichnen wollen. 

Die Gleichungen: 

(1) I -/•,(»,.), y-fAo.Vj, «-/;(»,.) 

können dann als die Gleichungen der gegebenen Fläche 
bezeichnet werden, insofern sie alle Punkte der Fläche, aber 
auch nur diese, darstellen, wenn man u und v, die beiden 
variabeln Parameter, alle möglichen Werte durchlaufen läfst. 
Wir haben bereits bei der Kugel diese so äufserst wich- 
tige Darstellung einer Flache durch zwei variable Parameter 
kennen gelernt. Bezeichnet man nämlich auf der um den 
Anfangspunkt mit dem Radius a beschriebenen Kugel die 
geographische Breite eines Punktes P mit M, seine geogra- 
phische Länge mit v, so gelten die Gleichungen (§ 21): 

(2) « = « cos M cos « , y = acoBUsmv, z = a sin u . 
Läfst man in denselben n voo —90'^ bis +90", v von 0" 
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bis 360*" sich bewegen, so stellen die Gleieliuugeu (2) der 
Reihe nach alle Punkte (a:, y, s) der Kugel, aber auch nar 
solche, dar. Alle Punkte mit derselben geographischen Lange v 
liegen auf demselben Meridian der Kugel, alle Punkte mit 
derselben geographischen Breite u auf demselben Parallel- 
kreiae. Jeder Punkt der Kugel erseheint somit als Schnitt- 
punkt zweier Kreise, von denen der eine dem System sämt- 
licher Meridiane, der andere dem System sämtlicher Parallel- 
kreise angehört. Diese beiden Systeme werden analytisch 
folgendermafsen erhalten. . Setzen wir in den Gleichungen (2) 
?; = %, so enthalten dieselben nur noch einen Parameter u 
und stellen demnach (§ 50) eine Kurve dar: den durch v = v^ 
ausgezeichneten Meridian. Lassen wir v^ alle möglichen 
Werte aimehmen, so liefern die Gleichungen (2) der Reihe 
nach alle möglichen Meridiane der Kugel, welche demnach als 
der Ort aller dieser Meridiane erscheint. Geben wir jetzt in 
den Gleichungen (2) dem Parameter u einen konstanten Wert Mj, 
so stellen dieselben, weil mir noch von einem Parameter ab- 
hängig, wiederum eine Kurve dar: den durch M => i\ charak- 
terisierten Parallelkreis. Nimmt u^ der Reihe nach alle mög- 
lichen Werte an, so liefern die Gleichungen (2) der Reihe 
nach alle möglichen Parallelkreise der Kugel, welche dem- 
nach auch als der Ort aller dieser Parallelkreise aufgefasst 
werden kann, Die Kugel erseheint daher von zwei 
Kurvensystemen überzogen, von denen das eine durch 
die Gleichungen (2) uud die Festsetzung m = %, das andere 
durch dieselben Gleichungen (2) und die Festsetzung w = «i 
dargestellt wird. Durch jeden Punkt der Kugel geht je eine 
Kurve der beiden Systeme hindurch. 

Aufg. 1. Zeige, dafs jede durch Gleichungen von der 
Form a;^/j(!f,v), y = /'g(«,?'), s = f^(u, v) dargestellte Fläche 
vermöge dieser Gleichungen als überzogen von zwei Kurveu- 
sjstemen erscheint, die man erhält, wenn man m ^= «^ resp. 
u = y^ setzt. 

Aufg. 2. Zeige, dafs die Darstellung s = fp(s:,y) einer 
Fläche nur ein spezieller Fall der Darstellung durch zwei 
Parameter ist, insofern man ja schreiben kann x = u, y = v, 
e = (p{u,v). Welches sind jetzt die beiden Kurven Systeme? 
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Aufg. 3. Betrachte unter diesem Gesichts punkte die 
Gleicliuiig s = ax -\- hy -\- c 

Aufg. 4. Diskutiere die durch die Gleichungen: 
x = aiti-^a^v-{- a^, ^ = &iW + ^2^ + ^31 ^ = c^u -^ c^v -j- c^ 
dargestellte Fläche. 

Aufg, 5, Beachte, dafa in den Gleichungen (2) einem 
bestimmten Werte von v nur die Punkte eines Halbkreises 
entsprechen, dä£s also v Yon 0" bis 360" sich bewegen mufs, 
wenn man die ganze Flache erhalten will. 

§ 53. Portsetzung. Ableitung d 
aus der Kugel mittelst eines einfachen 
tragungsprinzlpes. 

In ähnlicher Weise, wie wir in der analytischen Plani- 
metrie aus dem Kreise x=^ a eos v, y = a wav die Ellipse 
X '= a eos V , j/ =• 6 sin i; ableiteten auf Grund einer gewissen 
zwischen den beiden Kurren bestehenden geometrischen Ver- 
wandtschaft (vergl. I, § 43 und 47), können wir auch aus den 
analogen Gleichungen x ^ a cos u cos v , y ^ et cos ti sin v , 
S ^ a sin u der Kugel die Gleichungen einer neuen Fläche ab- 
leiten, welche zu der Kugel in einer ähnlichen Verwandtschaft 
steht, wie die Ellipse zum Kreise. 

Unter der Annahme, dafs a, h, c drei beliebige Strecken 
seien, sollen zwei Punkte P und P' des Raumes mit den 
Koordinaten x, y, g und x' , y', s' entsprechende Punkte 
heifsen, wenn: 
(1) x=x, y'=-y, «' = -^^ 

ist. Zwei entsprechende Punkte liegen daher immer in der- 
selben ParalJelebene der «/^-Ebene, die Punkte der a^-Achse 
entsprechen sich selbst. Es bestehen ferner folgende Sätze, 
deren Beweise wir ihrer Einfachheit wegen füglich übergehen 
können (vergj. I, § 43): 

I. Liegen die Punkte P aile in einer Ebene, so liegen 
die Punkte P' wiederum in einer Ebene, welche die ent- 
sprechende Ebene der ersten genannt wird. Entsprechende 
Ebenen schneiden sich in demselben Punkte der 3;-Acbse. 
Ebenen, welche zur a:-Ächse normal sind, entsprechen sich 
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selbst, auch jede Koordinateuebene entspricht aich selbst. Die 
entsprechenden Ebenen zweier paralleler Ebenen sind wieder 
parallele Ebenen. 

II. Liegen die Punkte P alle auf einer Geraden, so liegen 
die Punkte P' ebenfalls auf einer Ueraden, welche die ent- 
sprechende Gerade der ersten heifst. Jede der Koordi- 
natenachsen entspricht sich selbst, 

III. Sind die Geraden y^, g^ einander parallel, so sind 
die entsprechenden Geraden g^, <// ebenfalls einander 
parallel. 

IV. Dem Mittelpunkte einer auf einer Geraden g befind- 
lichen Strecke Pj Pg entspricht der Mittelpunkt der auf g' be- 
findlichen entsprechenden Strecke P/Pa'- Und allgemein; 
Entsprechende Punkte bestimmen in entsprechenden Strecken 
gleiche Teilyerhältnisse. 

Einem beliebigen Punkte {x, y, s) der Kugel, welche mit 
dem Kadius a um den Anfangspunkt besehrieben ist, ent- 
spricht der Punkt P' mit den Koordinaten; 

(2) x ^ a cos M cos V, ^'= ?j cos m siniJ, d = e sini*, 
insofern, wie früher, w und v die geographische Breite und 
Länge des gegebenen Kugelpunktes P bedeuten. Lälst man 
aber jetzt w und v variable Parameter sein, d. h. P 
die ganze Kugel durchlaufen, so durchläuft der ent- 
sprechende Punkt P' die durch die Gleichungen (2) dar- 
gestellte Fläche. Man erhält die Gleichung dieser Fläche 
auch leicht in der Form F{x, j/, «) = durch Elimination 
der beiden Parameter « und v. Dividiert man nämlich die 
drei Gleichungen (2) resp. durch a, b, c, quadriert und addiert, 
so kommt: 

(3) S- + S + ^-l. 

Die durch diese Gleichung (wie auch durch die Gleichungen 2) 
dargestellte Fläche heifst das Ellipsoid. 

Sowohl aus der Definition als auch aus (2) oder (3) er- 
giebt sich die Symmetrie des EUipsoides in Bezug auf die 
Koordinatenebenen (und folglich auch in, Bezug auf die Ko- 
ordinatenachsen und den Anfangspunkt). Die 3;-Aehse schneidet 
das Ellipsoid in den beiden Punkten a; = + tt, die j/-Achse 
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in den beiden Punkten ?/ = + 6 und die s-Ächse in den beiden 
Punkten s = + c. Diese Schnittpunkte Ä, A'; B, B'; Ü, C 
des Ellipsoides mit den Achsen lieiXsen die Scheitel, ihre 
Entfernungen AÄ' ^2a, BB'^2b, CC = 2c die Haupt- 
achsen des Elhpsoides. Die sämtlichen Punkte der Fläche 
liegen im Innern des durch die drei Ebenenpaare x = + a, 
y = + }}, = + c gebildeten rechtwinkligen Parallelepipeds. 
Das Ellipsoid wird von den Koordinatenehenen in den Ellipsen: 

^■:+5-i, ^+s=i. i+i-^ 

geschnitten, die Ebenen derselben heiTsen Hauptebenen. 

Jede durch den Anfangspunkt gehende Gerade a; = p^, 
y ^ Qri, s = p£ trifft das Ellipsoid in zwei symmetrisch zu 
gelegenen Punkten, denn setzt man in (3) p|, p^, pg an 
die Stelle von x',y',d, so erhält man: 

w S + S+?-?. 

woraus sich zwei entgegengesetzt gleiche Werte für p ergeben. 

Mau nennt daher den Mittelpunkt des Ellipsoides, 
jede durch ihn hindurchgehende Sehne einen Durchmesser. 

Weitere Eigenschaften des Ellipsoides werden im folgen- 
den Paragraphen besprochen werden. Hier soll nur noch, an- 
knüpfend an die Darstellung des Ellipsoides durch die Glei- 
chungen (2), gezeigt werden, dafs das Ellipsoid, wie die Kugel, 
als von zwei Kurvensystemen überzogen erscheint, die man 
aus den Gleichungen (2) erhält, wenn man das eine Mal m^Mj, 
das andere Mal j; = ji^ setzt. Die Bedingung m ■= «t ver- 
wandelt die Gleichungen (2) in die Gleichungen einer Kurve, 
deren Ebene /=csinMj, parallel der a:i/ -Ebene und deren 
Projektion auf diese Ebene daher kongruent mit ihr ist. 

Die Gleichungen der Kurve lauten (nach Elimination von v) : 

(5) -,-^, h -, , ^[ = 1 , / = c sin M, . 

^ ' a' cos* M; ' b^ coa' Uj ' ^ 

Die Ebene s' ^ c sin % schneidet daher aus dem Ellipsoid eine 
Ellipse, deren Mittelpunkt in der .s-Achse liegt und deren Halb- 
achsen gleich «coaifj und 6cos % und parallel der «-Achse reap. 
der ^-Achse sind. Diese Ellipse ist die entsprechende Kurve 
des Parallelkreises x^ -\- y^ =^ a? coa''^ Uy, z = a%m u^ der Kugel. 
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Läfat mim u, der Reihe nach alle Werte von — 90" bis -|- 90" 
durchlaufen, so ergeben die Gleichungen (5) ein System von 
Ellipsen, welche das EUipsoid in der Art Tollständig be- 
decken, dafs durch jeden Pankt der Fläche eine Kurve des 
Systems hindurchgeht. Insbesondere erhält man für u, = 
den Schnitt — ? -[- ^ä= 1 des Elljpsoides mit der xy-Khens, 
für «^ = -f- 90" die beiden Seheitel C und C, aufgefasst als 
Ellipsen mit Halbachsen gleich Null. 

Setzt mau !J = %, so stellen die Gleichungen: 
(6) x' =^ a cos w cos v^, y' '=h cos m sin Wj , / = c sin m 
diejenige Kurve dar, welche dem Meridian v = v^ der Kugel 
entspricht und welche demnach ebenfalls eine ebene Kurve 
sein mufs. Die Gleichung ihrer Ebene, der entsprechenden 
jener Meridianebene: 

X sin «1^2/ cos t'i ^ , 
lautet: 

x'h sin «j — y'a cos Vi = 0, 
wie sich auch ans den Gleichungen (6) ergiebt. Durch Eli- 
mination von M aus diesen Gleichungen (6) erhält man ferner: 



0) ^W^ffli^ + 



Diese Gleichung aber stellt die Gleichung einer Ellipse mit 
den Halbachsen y d^ coa^ v^ -\- j^sin^«; und c dar, welche die 
durch die a-Achae gehende Schnittebene: 

x'h sin Vi — y'a cos «ij = 
aus dem EUipsoid herausschneidet, denn in dieser Ebene kann 
man y^'^ "I" y'^ (A^^ ^^^ ^^^ Ellipsenpunktes P auf die 2- Achse) 
und / als rechtwinklige Koordinaten auffassen. Man erkennt 



auch sofort Ya^ cos^ v^-^-h^ sm^ Vi als den von der Ebene: 

x'h sin v^ — y'a cos Uj ^ 
aus der in der a;i/-Ebene liegenden Ellipse: 

S + S = i 

herausgeschnittenen Halbmesser, da v^ für diese Ellipse die 
Bedeutung der excentrischen Anomalie besitzt (I, § 48, Gh 1). 
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Durch Variation Ton i?, erhält man aus äen GleichuDgen (6^ 
wiederum ein System von Ellipsen, deren Bhenen alle durch 
die s-Achse gehen und welche äaa BUipsoid in der Art voll- 
ständig hedecken, dafa durch jeden Punkt der Fläche eint 
Kurve des Systems hindurchgeht. 

Aufg. 1, Beweise, dafs auf Grund der Gleichungen (1' 
zu vier harmonischen Punkten einesj Strahles auf dem entspre 
chenden Strahle wieder vier harmonische Punkte gehören. 

Aufg. 2. Setze die durch die Gleichungen (1) definierte 
Beziehung der Punkte des üaumes zu einander aus zwei e 
fächeren zusammen. Man kann nämlich vom Punkte {x, y, 
zunächst zu {xy, y^, s,) übergehen, indem man: 

setzt, und dann erst zu {x, y, d) durch die Substitution: 
h 



Aufg. 3. Bestimme zu dem Tetraeder P^ P^ Pg auf 
Grund der Gleichungen (1) das entsprechende OF{F^F^. 
Vergleiche ihre Volumina und beachte, mit Berücksichtigung 
von Aufg. 2, den in § 17, Aufg. 9 enthaltenen Satz. 

Aufg. 4. Beweise, dafs für einen im Innern des Ellip- 
soides gelegenen Punkt -^ + -fä- + "T kleiner, für einen aufser- 
halb befindlichen Punkt gröfser ist als 1. 

Aufg, 5. Diskutiere den Schnitt des Ellipsoides mit der 
Ebene x = x^. Lasse nachher x^ variieren. 

Aufg. 6. Beachte, dafs in den Gleichungen (2) und (6) 
einem bestimmten Werte von v nur die Punkte einer halben 
Ellipse entsprechen, dafs also v von 0" bis 360" sich bewegen 
mufs, wenn man die ganze Fläche erhalten will. Warum ge- 
nügt dagegen in Gleichung (7) das Intervall von 0" bis 180°? 

Aufg, 7. Im Teste war angenommen, a, h, c seien von 
einander verschieden, das Ellipsoid also ein dreiachsiges. 
Nimm an, es sei a = c, h^ a, d. h. studiere die durch: 






X '= X, 
definierte Verwandtschaft. 



Leite alle Sätze des Textes von 



y Google 



- 140 - 

neuem, nicht durch Einsetzen von c = a in die fertigen Glei- 
chungen, ab. Unterscheide die beiden Fälle 6 > a und 6 < a. 
Aufg. 8. Da parallelen Strahlen wieder parallele Strahlen 
entsprechen, ao kann man auch von entsprechenden Rich- 
tungen reden. Zeige, dafs wenn die Richtung {^',7j',^) der 
Richtung (§, ?j, Q entspricht, die Proportion bestehen mufs: 

% 54. Weitere Eigenschaften des Ellipsoides. Pol und 
Polarebene. Konjugierte Durchmeaser. 
Zur Ableitung der Eigenschaften des Ellipsoides stehen 
uns zwei Wege offen. Einmal können wir direkt von der 
Gleichung : 

ausgehen und diese mit den Gleichungen von Ebenen und 
geraden Linien kombinieren. Es lassen sich dann durch fast 
wörtliche Wiederholung die auf die Kugel bCKÜglichen Rech- 
nungen auch auf das EUipsoid übertragen, wodurch sich die 
entsprechenden Eigenschaften dieser Fläche ergeben. 

Wir können uns aber auch zweitens des Ubertragungs- 
prinzipes: 
(1) x' = x, y =-y, s'=-^^ 

bedienen, welches erlaubt, jeden auf die Kugel bezüglichen 
Satz sofort in einen entsprechenden des Ellipsoides zu ver- 
wandeln. Es liegt nicht in dem Plane dieses Buches, eine 
ausführlichere Darstellung der Eigenschaften des Ellipsoides 
zu geben, wir benutzen das erwähnte Übertragungsprinzip 
daher nur zur Ableitung einiger besonders wichtiger Sätze; 
dem Leser sollte dann die weitere Ausbeutung jenes äufserst 
fruchtbaren Prinzipes keine wesentlichen Schwierigkeiten mehr 
bereiten. 

Zunächst läfst sich die ganze Polarentheorie mit 
wenigen Worten auch auf das EUipsoid übertragen. 
Denn da den Strahlen durch einen Punkt wiederum Strahlen 
durch einen Punkt entsprechen, da vier harmonischen Punk- 
ten eines Strahles auf dem entsprechenden Strahle ebenfalls 
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Larmonisclie Punkte zugeordnet sind {§ 53, Äufg. 1) und da 
Punkten einer Ebene wiederum Punkte einer Ebene entsprechen, 
so besitzt jeder Punkt des Raumes in Bezug auf das 
Ellipeoid eine Polarebene, als Ort der vierten Lar- 
moniscben Punkte, die man auf den durch den ge- 
gebenen Punkt gehenden Strahlen zu diesem Punkte 
und den jedesmaligen Schnittpunkten tonatruieren 
kann. Dafs jeder Strahl das EUipsoid in zwei (reellen oder 
imaginären) Punkten trifft, ergiebt sieh nebenbei. Man erhält 
sofort die Gleichung der Polarebene, wenn man in der ent 
sprechenden Gleichung der Polarebene des Punktes (x^, j/^, s^) 
in Bezug auf die Kugel, also in xx, -\- yy^-^- !S^^ = a^ die 
Koordinaten x, y, b\ x^, i/^, 2j mittelst (1) durch die ent- 
sprechenden ersetzt, was zu: 

der Gleichung der Polarebene des Punktes (a;,', J/j', 2/) in Be- 
zug auf das EUipsoid, führt. Läfst man jetzt die Striche weg, 
so ist also: 

(2) "5- + 1- + ?-' 

die öleichung der Polarebene des Punktes (x,, ?/,, s,) 
in Bezug auf das EUipsoid: 

Liegt der Pol (x^, y,, z,) auf dem EUipsoid, so ist (2) auch 
die Gleichung der Tangentialebene des EUipsoides 
im Punkte {a;^, y^, z^. Diese Tangentialebene enthält die 
sämtlichen durch {Xy, y,, 0,) gehenden Tangenten des EUip- 
soides, die sich als die entsprechenden Geraden der sämtlichen 
Kugeltangenten darstellen, deren Berührungspunkt dem Punkte 
(x^, «/j, Äi) entspricht. Unverändert gehen dann wie bei der 
Kugel aus der Gleichung (2) die beiden Sätze hervor: Die 
Polarebenen der sämtlichen Punkte einer Ebene gehen 
durch den Pol dieser Ebene und: Die Polarebenen der 
sämtlichen Punkte einer Geraden gehen durch eine 
zweite Gerade, die reziproke Polare der ersten. 
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Als spezieller Fall der obigen Satze möge liervorgelioben 
Der Oi;t der Mittelpunkte der sämtlichen zur 
Richtung (|, tj, t) parallelen Sehnen des Ellipsoidea 
ist die Diametralebene: 

(3) 3+P + # = »- 

Man bezeichnet sie als die der gegebenen Richtung kon- 
jugierte Diametralebene. Sie entspricht derjenigen Dia- 
metralebene der Kugel, welche die (zu ihr normalen) Sehnen 
halbiert, deren Richtung der Richtung (|, jj, Q entspricht. Hat 
man jetzt drei paarweise auf einander senkrecht stehende 
Durehmesser der Kugel, so werden die Kugelsehnen, die dem 
einen parallel sind, jedesmal durch die Ebene der beiden 
andern halbiert, es ist also die Richtung eines jeden der drei 
Kugeldurchmesser der Ebene der beiden andern konjugiert. 
Bestimmt man daher die den drei Kugeldurchmeasern ent- 
sprechenden Durchmesser des Ellipsoides, so werden auch alle 
Sehnen des Ellipsoides, welche dem einen derselben parallel 
sind, jedesmal durch die Ebene der beiden andern halbiert, 
es ist also die Richtung eines jeden der drei Ellipsoiden- 
durchmeaser der Ebene der beiden andern konjugiert. Drei 
solche Durchmesser nennt man ein Tripel konjugierter 
Durchmesser, die durch sie bestimmten Diametral- 
ebenen ein Tripel konjugierter Diametralebenen. 

Seien nun (1,-, ij,-, &-)i=i, 2, 3 die Richtungen der drei kon- 
jugierten Kugel du rehmesser, (1/, »;/, £i-')i = i, 2, 3 die Richtungen 
der entsprechenden Ellipsoidendurchmesser, so hat man (§ 53, 
Aufg. 8): 

(4) 1/ : ^/ : g/ = ah = hrj^ : e£; {i = 1, 2, 3). 

Da aber die Kugeldurehmesser paarweise auf einander senk- 
recht stehen, so findet man aus den Gleichungen: 

etc. mit Berücksichtigung von (4) die für je drei konju- 
gierte Durchmesser des Ellipsoides gültigen Rela- 
tionen: 
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l a" 'T- f,s i- gs — U. 

Aus diesen drei Gleichungen ist ersichtlich, dafs durch zwei 
Durchmesser eines Tripels der dritte stets eindeutig bestimmt 
ist, wie auch aus der Definition des Tripels folgt. Ist nur 
ein Durchmesser gegeben, so ist dnrch eine lineare Bedingung, 
die man einem zweiten auferlegt, dieser und damit das ganze 
Tripel bestimmt. 

Änfg. 1. Führe die Rechnungen der Paragraphen 44, 
45, 46 für die Gleichung; 

des Ellipsoides durch. Zeige z. B., dafs die Bedingung dafür, 
dafa die Gerade F^IPs ^^^ Ellipsoid berührt, lautet: 

-(^+f;+*-i)(¥+!;+^;-i)- 

Schreibt man w, y, s statt a:^, j/g, s^, so erhäit man die Glei- 
chung des zu (a^j, j/j, Sj) gehörigen Tangentenkegels. Man kann 
diese Gleichung auch ganz direkt aus der entsprechenden, auf 
die Kugel bezüglichen, durch Anwendung unseres Übertraguugs- 
prinzipes ableiten. 

Aufg. 2. Schreibe die Gleichung des zu der Eichtuug 
{I, fj, g) gehörenden Tangentencjlinders hin (§ 44, Aufg. 8). 

Aufg. 3. Bestimme die Schnittpunkte des Ellipsoides: 



^4.e:_|.£:^ 



mit der Geraden a; = a![ + ig, ?/ = ^i + '»J, g = .Si+ It- 
Aufg. 4. Gieb die Gleichung des Tangentenkegels an, 

welchen der Punkt (a', 0, 0) der a^-Achse mit dem EUipaoide 

bildet. 

Aufg. 5. Bringe die Gleichung der Tangentialebene im 

Punkte (Xj^j^n^i) auf die Normalform. 
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Aufg. 6. Wie heifat die Gleichung der Tangentialebene 
in dem durch das Paranieterpaar {ti, v) charakterisierten Punkte 
des Ellipsoides? 

Aufg. 7. Schreibe die Grleichung der Tangentialebene 
im Punkte (x^ = at,, y, = &ij, % = c^) in der Form: 

f + T + V-1- 

Diskutiere diese Gleichung. Bringe sie auf die Normal- 
form, bestimme die Achsen abschnitte. 

Aufg. 8. Bestimme die Aehsenabschnitte der Tangential- 
ebene: 

^ + ^ + 5 = 1. 

(Beachte § 53, Satz I.) 

Aufg, 9. Unter welcher Bedingung berührt die Ebene 
A'x + By -|- Cs 4- -ö = das Ellipsoid und wie heifsen dann 
die Koordinaten des Berührungspunktes? 

Aufg. 10. Zeige, daXs die Tangentialebenen in den End- 
punkten eines Durchmessers parallel sind der dem Durch- 
messer konjugierten Diametral ebene. 

Aufg. 11. Die Senkrechte, die man im Berührungspunkte 
der Tangentialebene auf dieser errichten kann, heifst die Nor- 
male des Ellipsoides in jenem Punkte. Bestimme ihre Glei- 
chungen. 

Anfg. 12. Verfolge die Bewegung der Polarebene eines 
Punktes, welcher einen Durchmesser durchläuft. 

Aufg. 13. Welches sind die Gleichungen der reziproken 
Polaren der Geraden a: = a;^ + ^?f ?/= !/i+ ^^J? ^ = s, + ^£ 
in Bezug auf das Ellipsoid: 

(§ 46, Aufg. 8.) 

Aufg. 14. Löse die Aufgaben 15, 16, 17, 18, 19 von 
§ 46 für das Ellipsoid. 

Aufg. 15. Beweise mit Hülfe der reziproken Polaren, 
dafs durch jede Gerade zwei {reelle oder imaginäre) Tangen- 
tialebenen an das Ellipsoid gelegt werden können. 

Aufg. 16. Bezeichnet (a|, arj, a^) einen Kugelpunkt, so 
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ist (ö^, ?)ij, cQ der entsprechende Punkt des EUipsoides und 
a^|^-[- 6^ij^ -f- c^g^ daa Quadrat des zugehörigen Halbmessers. 
Hat man nun drei konjugierte Halbmesser und berücksiclitigt, 
dafs die entsprechenden Kugel halbmesser auf einander senk- 
recht stehen, so findet man {§ 22, Gl. 3) den Satz: 

Die Summe der Quadrate von drei konjugierten 
Halbmessern ist konstant und gleich 6!^+ &^+ c^. 

Aufg, 17. Durch Anwendung der Äufg. 3 von § 53 auf 
Punkte der Kugel und des EUipsoides folgt sofort: 

Das von je drei konjugierten Halbmessern gebil- 
dete Tetraeder hat ein konstantes Volumen V=^ahc. 

Aufg. 18. Zu jedem Durchmesser (|/, %', 5/) eines 
EUipsoides kann man einen konjugierten finden, der auf ihm 
senkrecht steht. Denn man braucht nur (|g'^ ijg', g^') aus den 
beiden Gleichungen: 



^-f ^- 



= und ^;y-t- w + £j'£;=o 



zu berechnen (Gl. 5). Daraus läfst sich eine wichtige Folge- 
rung ziehen (§ 55, Aufg. 6). 

Aufg. 19. Zu jedem Durehmesser des EUipsoides kann 
man einen konjugierten finden, der in einer durch den ersten 
gehenden vorgeschriebenen Diametralebeoe liegt, denn diese 
Bedingung ist für den gesuchten zweiten Durchmesser eine 
lineare. Der dritte Durchmesser des Tripels ist dann eben- 
falls durch die gewählte Diametralebene bestimmt, etwa als 
Verbindungslinie der Berührungspunkte der beiden parallelen 
Tangential ebenen. 

§ 55. Die Gtleichung des EUipsoides hezogen auf drei konju- 
gierte Durchmesser als schiefwinklige Koordinatenachsen. 
Die drei konjugierten Durchmesser mögen die Riebtungs- 
kosinus 1,, ij|, ^[j §3, %, S^; §3, %, ^ besitzen. Bezeichnet man 
mit 2a, 2b\ 2c die Längen der Durchmesser, so ist (§ 53, Gl. 4): 



(1) 



■Jj- J_ bk. 
V 1 Sa! 
V r V 1 ^ 

„^ -r 1,9 "T „^ ■ 



-II 
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Drückt mao aber die alten rechtwinkligen Koordinaten x, y, z 
eines Punktes des Ellipsoides durch die neuen schiefwinkligen 
*'i j/j ^ vermöge der Gleichungen (2) des § 22 aus, so geht 
die Gleichung ^ + w + -^ ^ 1 des Ellipsoides mit Berück- 
sichtigung der Formeln (5) des § 54 über in: 

(2) |i + |i + |^ = l- (§ 22, Aufg. 6.) 

Dies ist die Gleichung des Ellipsoides bezogen auf 
die konjugierten Durchmesser 2a', 26', 2c', Sie setzt die 
in der Definition konjugierter Diametralebenen enthaltene 
(schiefe) Symmetr'ie des Ellipsoides in Bezug auf ein Tripel 
solcher Ebenen in Evidenz und ist genau von derselben Form, 
wie die auf die Hauptachsen bezogene Gleichung, welche sie 
als speziellen Fall enthält. 

Durch jede Diametralebene des Ellipsoides ist zunächst 
ein ihr konjugierter Durchmesser eindeutig bestimmt. Zu 
diesem existieren dann unzählig viele in der Diametral ebene 
befindliehe Durchmesserpaare, welche mit ihm ein Tripel kon- 
jugierter Durchmesser bilden. Sobald man den einen Durch- 
messer eines solchen Paares in der Diametral ebene willkürlich 
gewählt bat, ist der andere vollständig bestimmt. Dies geht 
unmittelbar aus der Yergleichung mit der Kugel hervor. (Siehe 
auch § 54, Aufg. 19, wo die analytische Berechnung angedeutet 
ist.) Legt man daher ein so konstruiertes Tripel konjugierter 
Durchmesser als Koordinatensystem zu Grunde und nimmt 
die willkürlich gewählte Diametralebene, welche das Tripel 
erzeugt hatte, zur a;'y'- Ebene, so erhält man für /=0 die 
Gleichung: 

(3) S + F^-1' ''•'■■' 

Jede Diametralebene schneidet das Ellipsoid in 
einer Ellipse. Die sämtlichen Paare konjugierter 
Durchmesser des Ellipsoides, welche in der Diame- 
tralebene liegen, sind zugleich die sämtlichen Paare 
konjugierter Durchmesser dieser Sehnittellipse. 

Setut man in (2) /= z^,, d, h. sehneidet man das Ellipsoid 
durch eine Parallelebene zur a;'^'-Ebene, so erhält man als 
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Sclmittliuie eine zur Ellipse (3) ähnliche und ähnlich ge- 
legene Ellipse {I, § 41, Äufg. 7). Daraus folgt aber: 

Jede beliebige Ebene des Raumes sehneidet das 
Eliipsoid in einer (reellen oder imaginären) Ellipse. 
Parallele Ebenen sehneiden aus dem Ellipsoide ähn- 
liche and ähnlich gelegene Ellipsen herans. 

Aufg. 1. Zeige durch Transformation, dafs die Gleichung 
der Tacgentialebene eines EUipsoidenpunktes in schiefwinkligen 
Koordinaten lautet: ^y^- -\- -^^ ■}-—- = 1. 

Aufg. 2. Bestimme die Achsen abschnitte der Tangential- 
ebene und zeige insbesondere, dafs die Tangentialebenen aller 
Punkte mit demselben x sieh in demselben Funkte der a;-Achse 
schneiden. 

Aufg. 3. Bringe den in der letzten Aufgabe enthaltenen 
Satz in Verbindung mit der Polarentheorie (§ 54, Aufg. 12). 

Äufg. 4. Zeige, dafs ^ + ^!'^ + ^-^i- = 1 die Gleichung 
der Polarebene des Punktes {x^, y,, s^) in Bezug auf das 
" + S- + i = 1 ist. (§ 54, Aufg. 1.) 



Aufg. 5. Bestimme die Gleichung des zu {x^, y^, ^J ge- 
hörigen Tangentcnkegels. 

Aufg. 6. Aus § 54, Aufg. 18 geht folgender Satz un- 
mittelbar hervor: 

Durch jeden Durchmesser des Ellipsoides kann 
man stets eine ganz bestimmte Ebene von der Be- 
schaffenheit legen, dafs für die Schnittellipse der 
gegebene Durchmesser eine Hauptachse ist. 



§ 56. Das Volumen ( 
Fuhrt man die Transformation, durch welche man von 
der Kugel zum dreiachsigen Ellipsoide gelangt, in zwei Schrit- 
ten aus, indem man etwa zunächst setzt: 



so erhält man aus der Kugel: 
(1) x' + f + t 
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die Fläelie: 

(2) --tJ-' + v-I- 

Da alle zur ^-Ächse normalen Ebenen aus dieser Fläche 
Kreise beraussehneiden, so stellt die Gleichung (2) eine so- 
genannte Rotationsfläche dar, nämlich diejenige, weiche 
durch Rotation derindera:g-Ebene gelegenen Ellipse —j -j — s =1 
um die s-Acbse entsteht. Die Fläche, die zugleich ein spe- 
zielles Ellipsoid (h = a) vorstellt, beifst ein Eotatione- 
ellipsoid und zwar ein abgeplattetes, wenn c<ö, ein 
verlängertes, wenn c>a ist. Nach § 17, Aufg. 11 verhält 
sieh aber das Vohimen V der Kugel zu dem Volumen V^ die- 
ses Rotationsellipsoide 8 wie a zu c, d. h. es ist: 

Fl : ^xa^ ^ c: a 
oder: 

(3) F, -ji«V, 

Führt man aber jetzt den zweiten Schritt in der oljen er- 
wähnten Transformation aus und setzt: x'=^Xi, */'= — J/u^'^ä^u 
so geht das Rotationsellipsoid in das dreiachsige: 

über, dessen Volumen V sich nach § 17 7.n dem Volumen V^ 
verhalten mufs wie h zu a. Es ist also: 

F'; 7, = r : ixa'c ^ b : a 
oder: 
(5) V'^i-nabc. 

Aufg. 1, Berechne den Radius der Kugel, der dasselbe 
Volumen besitzt, wie das durch a = 5, i = 4, c = 3 be- 
stimmte Ellipsoid. 

Aufg. 2. Bestimme das Volumen der Erde, wenn die 
Länge der halben grofsen Achse gleich 6377 Kilometer und 
die der halben kleinen gleich 6356 Kilometer gerechnet wird. 

§ 57. Rotationsflächen, speziell solche zweiten Grades. 
Die drei Rotation sfiächen, die wir bisher kennen gelernt 
haben, die Kugel x^ -{- 'if -{- «^ = r^, der gerade Kreiscylinder 
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x^ -\~ y^ = a^ und das Rotationsellipsoid — '^^- -\ ^ = 1 

haben das Gemeinsame dafs, unter der Annahme, die ä^-Achse 
sei die Rotationsachse, in ihren Gleichungen x und y nur in 
der Verbindung x^ -\- y^ vorkommen. Es ist dies ein Merkmal 
der Gleichungen aller Rotationsflächen, deren Rotationsachse 
mit der s-Achse zusammenfällt. 

Es sei in der irs-Ebeue eine beliebige Kurve gegeben, 
deren Gleichung durch x ■== f[s) (§ 50j dargestellt werde. Ro- 
tiert die Kurve um die s-Achse, so- beschreibt jeder Punkt der 
Kurve einen Kreis, dessen Mittelpunkt in der s-Ächse liegt 
und dessen Ebene senkrecht zu derselben ist. Alle diese Kreise 
werden Parallelkreise der Rotationsfläche genannt. Es 
sehneidet ferner jede durch die ?- Achse begrenzte Halbebene 
aus der Fläche eine zur Kurve x = f{z) kongruente Kurve 
heraus. Alle diese unter einander kongruenten Kurven werden 
Meridiane der Rotationsfläche genannt. Diese erscheint daher 
durch zwei Kurvensysteme, die Parallelkreise und die Meri- 
diane, in der Weise vollständig überzogen, dafs durch jeden 
Punkt der Fläche je eine Kurve der beiden Systeme hindurch- 
geht. Wählt man jetzt einen beliebigen Punkt (x, y, s) der 
Fläche aus, so ist sein Abstand von der 3-Ächse, d. !i, der 
Radius des durch ihn hindurchgehenden Parallelkreises, gleich 
"j/a;^-!-^^. Dieser Radius ist aber auch, wie der in der 
a;^-Ebene liegende Meridian x = f{s) lehrt, gleich /"(s), wo s 
jetzt die dem gewählten Punkte zukommende Koordinate z 
bedeutet. Daraus folgt, dafs die Gleichung: 

(1) v^Tf-m 

allemal aber auch nur dann erfüllt wird, wenn x, y, s die Koor- 
dinaten eines Punktes der Rotationsfläche bedeuten. Sie ist 
daher die Gleichung dieser Fläche. 

I. Der gerade Kreiskegel, Der in der a;s-Ebene ge- 
legene Meridian sei die gerade Linie x = jt^, welche, unter 
dem Winkel a gegen die positive «-Achse gerichtet, durch den 
Anfangspunkt hindurchgeht. Es ist dann tg c ^ ;* und die 
Gleichung des geraden Kreiskegels lautet: 
(2) x' -]- y- = ^'sK 
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So stellt speziell die Gleichung; 
(3) a,' + !,>-3'-0 

einen Kegel dar, dessen Meridiane (Erzeugeude, Leitlimen) 
mit der Rotationsachse einen Winkel von 45" bilden. 

n. Die EotatioDshyperboloide. Läfst man eine Hy- 
perbel um eine ihrer Hauptachsen rotieren, so kommen zwei 
ganz verschiedene Flächen zum Vorschein, je nachdem man 
die reelle oder die imaginäre Hauptachse zur Rotationsachse 
wählt. Im ersten Falle besteht die Fläche aus zwei vollständig 
getrennten Schalen — mau nennt sie das zweischalige Ro 
tationshyperboloid, im andern Falle erhält man eine ein- 
zige zusammenhängende Fläche — das einschalige Rota 
tionshyperboloid. Dem ersten Falle wird es entsprechen, 
wenn die Hyperbel —^ 5- = 1, dem zweiten, wenn die Hy- 
perbel — g- j- = 1 um die «-Achse rotiert. Die Gleichung 

der zweischaligen Fläche ist daher: 



oder; 



?i±i: _ ,!i + 1 _ 0. 



Die Gleichung der einschaligen Fläche ist dageg 
x^ + y^ 



(S>) 



- ^ — 1 = 



^0. 



Ist insbesondere die erzeugende Hyperbel eine gleichseitige 
(((=c), so heifsen die Gleichungen der entsprechenden gleich- 
seitigen Hyperboloide: 

(6) x^-\-f-^'i^a' = 
und; 

(7) x' + y^-s'-a'^ 0. 

Bei der Rotation einer Hyperbel um eine ihrer Achsen wer- 
den von den Asymptoten gerade Kreiakegel beschrieben, die 
man die Asymptotenkegel des betreffenden Hyperboloides 
nennt. Die Asymptotenkegel der durch die Gleichungen (4), 
(5), (6), (7) dargestellten Hyperboloide (die beiden ersten und 
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die beideu letzten haben je denselben Asjmptoteiikegel, da die 
entsprecbendeu Hyperbeln konjugierte sind (I, § 55)) haben 
die (jleiclmngen: 

(8) "-i---J=o 

und: 

(9) a:^ + j/ii - / = 0. (Vergl. Gl. (3).) 

III. Das Rotationsparaboloid. Der in der «s-Ebene 
befindliche Meridian sei die Parabel x^ = 2^^, die Gleichung 
der zugehörigen Umdrehungsfläche lautet dann: 

(10) x^ + f^ 2j>s. 
Äufg. 1. Zeige, dafs jede Gerade: 

1 + 1 ' » l + l ' i + x 

jede der besprochenen speziellen Flächen in zwei Punkten 
schneidet, welche reell und verschieden, reell und zusammen- 
fallend oder imaginär sein können. Man nennt diese Flachen 
daher Flächen zweiten Grades. Ellipsoid, Kugel, Cylinder 
gehören ebenfalls zu diesen Flächen. 

Aufg. 2. Suche für die eingeführten Flächen, wie in § 44, 
die Bedingung zu finden, unter der eine gegebene Gerade die- 
selben berührt. Leite die Gleichung des Tangentenkegels ab. 

Aufg. 3. Wie in § 45 läfst sich zeigen, dafa die sämt- 
lichen Tangenten in einem Punkte einer der Flächen in einer 
Ebene, der Tangentialebene, liegen. Leite die Gleichung 
derselben für jede der Flächen ab. 

Aufg. 4, Versuche (durch Ausführung genau derselben 
Rechnung wie in § 46) für die neu eingeführten Flächen eine 
Polarentheorie aufzustellen. 

Aufg. 5. In ähnhcher Weise, wie wir durch die Trans- 
formation x'=x, y'=—y, S'^s aus dem Rotationsellipsoid 

— ~z 1- — ^ = 1 das dreiachsige ableiten konnten, können 

wir jetzt auch aus den ßotationshjperboloiden und dem Ro- 
tationsparaboloid das allgemeine einschalige und zwei- 
schalige Hyperboloid und das allgemeine, sogenannte 
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elliptische Paraboloid ierstellen. Die Gleieimngeu dieser 
Flächen lauten: 

Aufg. 6. Erkenne die Symmetrie der beiden Hyperboloide: 

-5 + |i--Jr-l-0 und ^ + ^-^^- + l=.0 

in Bezug auf die Koordiuatenebenen. Untersuche die Schnitt- 
kurven, deren Ebenen parallel den Koordinaten ebenen sind. 
Aufg. 7. Diskutiere die Polargleichungen: 



>_ _|_ .''- . 



r±- 



der beiden Hyperboloide, leite daraus die Gleichung: 

des sogenannten Asymptotenkegels ab, des Kegels, der bei 
unserer Transformation aus dem Kegel (8) entsteht. 

Aufg. 8. Wie die meisten auf die Ellipse bezüglichen 
Sätze sich auch auf die Hyperbel Übertragen lassen, ao kann 
man auch die meisten der für das EUipsoid geltenden Sätze 
(wie z. B, die Sätze der Polarentheorie) auch auf die Hyper- 
boloide anwenden. 

Anfg. 9. Untersuche die parallel zu den Koordinaten- 
ebenen gelegten Schnitte des elliptischen Paraboloides: 



Aufg. 10. Zeige, dafs das Paraboloid, die beiden Hyper- 
boloide und der in Aufg. 7 auftretende Kegel von einer Ge- 
raden stets in zwei Punkten geschnitten werden, dafs also 
auch diese allgemeineren Flächen solche zweiten Grades sind. 

§ 58. Kubatur des Rotationsparaboloides, Allgemeine Formel 
für die Kubatur von Rotationskörpern. 

In der xy-Ehene sei die Parabel y^ == 2px gegeben. Es 
soll das Volumen des Rotationskörpers berechnet werden, wel- 
cher durch Rotation des Parabelbogens P^-^ '^™ "^'^ a;- Achse 
entsteht. 
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— 153 — 

Wir teilen die Äbscissendifferenz 3I^M = x — x^, in n 
gleiche Teile von der Länge h = — —^ und ziehen durch die 
Teilpunkte Ma,M^,M^,... M„. ,, M 
dieOrdioaten JlfoPa = »/o,Jl/iPi=y,, 
...M^-iF.-i = y^-i,MF^y. Legt 
man dann noch durch die Parabel- 
punkte Pß, Pi, . . . P„_i die Paralle- 
len P(,ft, PiÖa- ■ ■ ■ P«-i^. so ent- " 
stehen n Rechtecke, welche bei der 
Rotation n Cjlinder, alle von der 
Dicke h, erzeugen. 

Das Volumen V aller dieser Oylinder ist gleich: 

(1) r-»*(!,.> + !/,' + --- + »l_,), 

oder mit Rücksicht auf die Parabelgleichung: 

r— iii(3j)i„+2i)(i„+*)+2j)(a!„+2704 l-^lK^a+O'^^'l''))- 

Durch Addition folgt: 

r — 2i)«*(»«, + ;i(l + 2 + 3 + ■ 

Da aber nh = x ^ x,^ ist, so kommt: 
r-2!»(a;-i,)(l.+ ^';.)_2j«(i-a-.)(i.+ - 
oder endlich: 

(2) r=2pi(x 



-1» 



«.)R 



wofür man auch mit Röcksicht auf die Parabelgleichung 
schreiben kann: 



(3) 



r- '(i!~x,)(ii'+,j,'--iph). 



Nun wird der trepp enfÖrm ige LinienzugPoöjPi^aPa-.-Pn— lö^ 
sich um so mehr der Parabel anschliefsen, je gröfser n (oder 
je kleiner h) wird. Das gesuchte Volumen V des durch P^ 
und P bestimmten Ausschnittes aus dem Rotati onsparaboloid 
kann daher definiert werden als die Grenze, welcher sieh das 
Gesamtvolumen V' aller jener Oylinder nähert, wenn n über 
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alle Grenzen wächst, d. h. wenn li gleich Null wird. Wir er- 
halten daher aus (3): 

(i) »'=J(a!->:.) (</' + ?.'). 

Wir wollen jetzt x — i^o = M'^^M die Höhe des Paraboloiden- 
stumpfes nennen und mit ^bezeichnen, aufserdem mögen die 
beiden Kreisflächen ^y^ und icy^^, als die beiden Grund- 
flächen des Körpers, durch (? und ff dargestellt werden. Das 
Volumen des Paraboloidenstumpfes ist dann: 

(5) v-^Jh. 

Der Faktor — ^^ hat eine sehr einfache geometrische Be- 
deutung: er stellt den der halben Höhe entsprechenden mitt- 
leren Querschnitt G' dar. In der That ist 

G = irj/ä = 2%px = 2jtj) ^ " = JE— ^"- = - ^-■ 

Wir erhalten daher für V die höchst einfache und 
praktisch (z. B. für die Volum enberechnung liegender Baum- 
stämme) äufaerst wichtige Formel: 

(6) F= G'H. 

Mit Benutzung der Relation G -{- g = 2G' läfst sich (5) 
auch leicht auf die Form bringen: 

(7) F-f (e + 4ff + 9), 

die deswegen von (namentlich praktischem) Interesse ist, weil 
sie auch noch für einige andere Rotationsflächen z. B. für den 
gewöhnlichen Kegelstumpf gilt. In der That hat man für das 
Volumen dea letzteren die bekamite Formel -— {It^ -\- Rr -\- r^), 
für die man auch — {R^ -|- (-^ + O^ + *"^) schreiben kann. 
Da aber Ii-\- r = 2Ü' ist, wo R' den Radius des der halben 
Hohe entsprechenden Querschnittes bedeutet, so erhält man 
auch für das Volumen des gewöhnliehen Kegelstumpfes die 
Formel -r- {Q -\- '^G' -\- g). Wenn wir noch erwähnen, dafs die 
Formel (7) auch für das Volumen eines speziellen Rotations- 
körpers gilt, der, im Gegensatze zu dem ausgebauchten 
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Paraboloidenstumpf, als eiiigebaucht bezeichnet werden kann 
(er entsteht durch Rotation der sogenannten Neü'schen Para- 
bel), so wird die praktische Verwendbarkeit der Formel (7) 
einlevicbten. (Siehe auch Aufg. 2 und 3.) Man braucht eben, 
wenn man bei der Ausmessung eines Rotationskörpers vqn 
mäfsiger Dicke jene Formel zu Grunde legt, nicht zn äng 
lieh zu unterscheiden, ob der Meridian geradlinig, oder ob 
in Bezug auf die Rotationsachse konvex oder konkav gekrümmt 
ist. Sei daher jetzt ein beliebiger Rotationskörper gegebi 
erzeugt durch die Rotation eines heliebigen Meridianes T^P. 




Wir teilen das durch die beiden Grundflächen bestimmte Stück 
Mf^M. der Achse iu 2«, also in eine gerade Anzahl von 

Teilen und bezeichnen die Länge eines Teiles mit h ^ —^ — ■ 
Die den Teilpunkten M^,M^,M^, . . . M2^-2,M2n-i,M ent- 
sprechenden kreisförmigen Querschnitte seien durch (?„, Gj, G^, 
. . . C^n—g, G^n—i, *? dargestellt. Wenden wir jetzt auf jede der 
tt Doppelscheiben mit den Hohen M^M^ = 2Ä, M^M^^ = 2A, 
. . . JIf2«-äJlf ■= 27t die Formel (7) an, so ergiebt sieh für das 
Gesamtvolumen V des Rotationskörpers die Näherungsformel: 

(8) F= |- {(G,, + AG, -i- G^) -f (Gg -f 4 (?3 + GJ + . - ■ 

■■■+(G..^.-|-4f?..-i + (?)). 
Wir setzen nuu zur AbkürzuDg: 
A — a^ + G 

£ _ e, + G, + Gs H h e,._, 

C- ff, + 6,4 hö„_, 

und erhalten liie (in gleiclier Weise ancli für die Berechnung 
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von Flächen dienende) sogenannte Simpson'sche Regel zur 
Erniittlang des Kubikinhaltes beliebiger Rotationskörper: 

F=|(^ + 4B + 2C). 

Aufg. 1. Beachte den aus (5) für ^ = sich ergebenden 
Spezialfall V^^GH. Während also der Flächeninhalt des 
Parabelstückes OMF (Fig. 11) ein Drittel des durch P be- 
stimmten Rechteckes ist, erhält man für das Volumen des 
von dem Parabelstücke erzeugten Körpers die Hälfte des von 
dem Rechtecke erzeugten. 

Aufg. 2. Die Formel (7) gilt auch für die Kugel 
(G^O^g^ G'=«a\ H=2a) 
und für die Halbkugel 

{g = «a?, G'^l^a\ G = 0, 7^=«). 

Aufg. 3. In ganz der gleichen Weise gilt auch die For- 
mel (7) für das Rotationsellipsoid (beachte § 17, Aufg. 11). 
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